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Introduccion

Esta tesis est4 orientada a problemas de estimacio’n que surgen de experimentos repetibles

[ 3 cuyas observaciones se distribuyen de acuerdo con una funcién que envuelve un pardmetro 8

1}“1 ‘ | desconocido. Con base en datos de ﬁn experiménto consideramos que la manera éptima de

| ‘ resumir informacién sobre el pardmetro 8 es por medi/o de regiones de verosimilitud comple-
0 . .

f ‘ ’ mentadas con sus probabilidades de cobertura minima. Optima porque podemos cuantificar

de dos maneras informativas y complementarias la incertidumbre sobre 6. Especificamente

: ' - tenemos dos medidas de incertidumbre: la verosimilitud para cada punto dentro de la regién

y la probabilidad para la regién misma.

| : ' El objetivo principal de esta tesis es calibrar regiones de verosimjh'tud./ Es decir, construir
“‘ : regiones de verosimilitud con probabilidad de cobertura minima especificada. Esto conlleva.
| - ' _ & estudiar, como funcién de @, a la probabilidad de cobertufalde las regiones de verosimi-

} H ' - - litud. Las herramientas que utilizamos para lograr nuestro objetivo son principalmente la
il | verosimilitud dirigida, r, de Sprott (ver sec. 1.4), la verosimilitud dirigida modificada, r*, de

K |

. Barndorff-Nielsen (ver sec. 1.5) y los factores de Bartlett (ver sec. 3.3.2).
i : ‘l . . .

Las regiones de verosimilitud fueron introducidas por Fisher en 1956 como una forma

de separar los valores plausibles de los implausibles, con base en una muestra observada
E |

i | ” |
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F. . |
(Fisher 1993, psg. 7 1-78). Barnard (1965) sugiere 1a posibilidad de utilizar las regiones

verosimilitud como regiones de confianza, para . Barnard & Sprott (1983) muestran -
4 . ran q

es posible contar con regiones»con nivel de verosimilitud baja y probabilidad de cobert
- muy baja. A un intervalo de verosimilitud con probabilidad de cobertura constante S :

(1984) le llama, intervalo de verosimilitud-confianza. Kalbfleisch (1985, seé 11.2) ilus’cprOt
calculo exph’citq de la probabilidad de cobertura, de intervalos de verosimilitud en a] N
modelos estadistico e ilustra la poéible dependencia sobre 6 de esta probabilidad Charil)no
lin & Sprott (1991) discuten en detalle los intervalos de Vérosinliiitud-conﬁanza hablando .
términos de «fidelity» Y «accuracy>», ademds calculan medianfé simulécién algunas rozI
abilidades de cobertura. Barnard (1996) afirma, que la manera éptima de hacer inferIe)nci'

d e
e confianza dado por la cota inferior de la probabilidad de cobertura, argumentando q

valor utilizando métodos de Montecarlo.

Las regiones de verosimilitud-confianza aproximadas han ‘sido consideradas por Sproti
198 i 1
(1984, 1996, 2000), Viveros (1985), Viveros & Sprott (1987), Chamberlin & Sprott (1991)
Diaz-Francé |
laz-Francés (1998), Meeker & Escobar (1998) y Diaz-Francés & Sprott (2000). Estos traba-

Jos consideran princi i b ‘
principalmente regiones que son Intervalos. El procedimiento que utilizan para

s . ] i . .]. ] ﬁ . 1 . . 1.
.

seri . o
eries de Taqur la funcién de verosimilitud observada a una verosimilitud mds simp] dv
trabaja, ' - ' Lo { -

jar (la normal, ¢ Student o Log F) y asf obtienen un intervalo de verosimilitud aprox-

imad i )
0 con nivel de confianza dado por la verosimilitud que hayan aproximado. Cuando

G
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verosimilitud sea aproximadamente la deseada. Cabe destacar que el procedimiento que uti-

lizan, para construir los intervalos de verosimilitud-confianza aproximados, no es invariante

bajo reparametrizaciones uno a uno del pardmetro ¢ y no consideran que la probabilidad de
cobertura puede depender de 6.

A diferencia de los trabajos arriba mencionados, en esta tesis no consideramos aproxima-
ciones a la funcién de verosimilitud. Nos enfocamos en obtener expresiones analiticas muy

precisas de la probabilidad de cobertura de regiones de verosimilitud.

Utilizamos conjuntamente la verosimilitud dirigida, r (Seccién 1.4), de Sprott (1973, 1975,
1980) y la verosimilitud dirigida modificada, r* (Seccién 1.5), de Barndorff-Nielsen (1986,

1991) para obtener una medida de la probabilidad de cobertura suficientemente precisa para

indicarnos si existe dependencia funcional sobre §. Sin embargo, cabe destacar que los

intervalos de verosimilitud son tnicos y dependen sélo de 2, no sobre 7. Esto incrementa la

precisién de sus probabilidades de cobertura, comparados con todos aquellos que se obtienen

con 7. Lo mismo sucede con r* (ver Capitulo 4).

La verosimilitud dirigida modificada, r*, se utiliza en el cédlculo aproximado de la pro-
babilidad de eventos cola, en la construccién de intervalos de confianza, en la construccién
de gg-plots, en anélisis de residuos y como parte de una estadistica auxiliar. La idea de

usar 7* para medir la probabilidad de cobertura surge debido a su relacién cercana con la

verosimilitud dirigida y a que tiene una distribucién normal aproximada con error de orden

O(n‘3/ 2) . Mediante 7 y r* obtenemos expresiones de la probabilidad de cobertura con error
de orden O(n~2) y que nos permiten estudiar la dependencia funcional sobre 8 (cuando se
presenta). Ademss, en esta tesis demostramos que las expresiones que aqui obtenemos para

medir probabilidades de coberturas de intervalos de verosimilitud son equivalentes, con error
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O(n™?%), a las expresiones que obtuviéramos con otros cuatro métodos de aproximacién que

provienen de la teorfa de aproximacién por érdenes mayores. |

Existen varias aproximaciones usadas comtinmente en la literatura de altos érdenes, las
cuales han sido especialmente propuestas para diferentes situaciones: la verosimilitud dirigida
modificada, 7*, mencionada anteriormente; la aproximacién de Lugannani-Rice (Lugannani
& Rice 1980) que es una aproximacién de la distribucién de la media de observaciones
independientes y se utiliza especialmente para el cdlculo aproximado de probabilidades de
eventos cola; la férmula-p* (Barndorff-Nielsen 1983) que es una aproximacién a la densidad
condicional del éstimador de méxima verosimilitud y tiene un amplio uso en el célculo de
densidades de cantidades que involucran al estimador de méxima verosimilitud; los factores
de Bartlett (Bartlétt 1937, Lawley 1956 y BarndorfE-Nielsen & Cox 1984) que se utilizan para
construir intervalos de coﬁﬁanza o efectuar pruebas de hipétesis. Finalmente consideramos
una férmulavque es equivalente todas las aproximaciones anteriores. En todos los casos las

aproximaciones son invariantes.

Atn cuando cada aproximacién citada anteriormente fue disefiada para un propésito
diferente, es de interés notar que cuando se utilizan las cinco para medir coberturas de

regiones de verosimilitud obtenemos aproximaciones que son equivalentes con error O(n"2).

Conviene sefialar que r* y la aproximacién de Lugannani—RiCe estén definidas sélo para
0 = (¥, x), F;ZJ escalar, mientras que p* y Bartlett para 6 general. La importancia de este
resultado radica en el hecho de que cuando la éime_nsién de 7 es mayor que uno, podemos usar

p* o Bartlett para aproximar la probabilidad de cobertura de una regién de verosimilitud.

Durante el transcurso de la investigacién observamos que para medir probabilidades de

Introduccién ' s v

cobertura de regiones de verosimilitud podemos usar al menos cinco procedimientos. Sin
embargo, para calibrar las regiones de verosimﬂitud analfticamenté es indispensable utilizar
los factores de Bartlett. Lo anterior le da una nueva interpretacién a los factores de Bartlett,
debiéio a qué anteriormente fueron introducidos de manera ad hoc como una correccién a la
estadistica log razén de verosimilitud para aproximarla a la distribucién x2. En este trabajo
ilustramos que al resolver de manera analitica el problema de calibracién, los factores de

Bartlett emergen de maneéra natural.

El uso de los factores de Bartlett para calibrar regiones de verosimilitud evita la necesi-
dad de utilizar un procedimiento numérico que utilice iterativamente la aprdximacién de la
probabilidad de cobertura obtenicia con cualquiera de los cinco procedimientos anteriores. .
Sin embargo los factores de Bartlett son particularmente dificiles de evaluar en presencia de
pardmetros de estorbo, por lo que en este trabajo proponemos aproximaciones del factor de 1
Bartlett basadas en r* o la aproximacién de Lugannani-Rice las cuales tienen la propiedad

de ser aproximaciones del factor de Bartlett con error de orden O(n™2).

La organizacién de este trabajo es la siguiente. El Capl’tulo 1 contiene los conceptos claves
para el desarfollo de la tesis, los cuales estdn estrechamente relacionados con el concepto de
verosimilitud. Se muestra el procedirhiento estandar para medir la probabilidad de cobertura
de regiones de verosimilitud y se presenta en detalle la verosimilitud dirigida modificada 7*,

asf como algunas sugerencias para calcularla en algunos modelos especificos.

El Capitulo 2 se concentra en el caso § = (¢,x) y ¥ escalar. Presenta expresiones
analiticas aproximadas de la probabilidad de cobertura de intervalos de verosimilitud més

precisas que el procedimiento estdndar del Capitulo 1. También se presentan sugerencias

* numéricas para calibrar la cobertura de intervalos de verosimilitud, asf como varios ejemplos
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analitic éri i imi i
\iticos y numéricos que ilustran los procedimientos propuestos en esta tesis. En particular,
en la 16 i i éri |
Seccién 2.3.1 se proponen algunas aproximaciones numéricas del factor de Bartlett

* . % '
basadas en 7" o en la aproximacién de Lugannani-Rice.

El Capitulo 3 contiene las demostraciones de todos los resultados de esta tesis para el caso
en que 7 es escalar. El Capitulo 4 contiene 1a demostracién, cuando 4 es escalar, de que (r*)2
tiene distribucién X2 con error de orden O(n™?), en muestras repetidas ordinarias. Se ilustra,

numericamente que lo anterior también se cumple en el caso en que § = (¥, %), 1 escalar

Por ello obtenemos int i I ]
que los intervalos de confianza obtenidos con 7* tienen nivel de confianza

especificado con error de orden O(n™?%) . Cabe destacar que en el transcurso del desarrollo de
este trabajo estudiamos a detallé el error de aproximacién del nivel de confianza los intervalos
obtenidos con 7* y se encuentrs, que cuando construimos intervalos de confianza con (r*)? el
error es de orden O(n~2). Esto no habfa sido observado en Barndorff-Nielsen (1986) donde

s ‘ o .
e afirma que el error de aproximacion del nivel de confianza de los intervalos construido

con r* d =3/2) ir i '
e es de orden O(n / ) - Con 7* podemos construir intervalos de confianza con error

de aproximacié —2 i i6 i
D 16n de orden O(n ) » mediante la observacién de que los intervalos construidos

_ a2 : :
con (r*)° < z son los mismos que los construidos con —/z < r* < Vz, 2z > 0.

Capitulo 1
Preliminares

En este capl’tulob se presentan los conceptos claves para el desarrollo de esta tesis. La Seccién
1.1 contiene los conceptos necesarios para construir regiones de verosimilitud. En la Seccién
1.2 se discute el procedimiento comtin para medir la probabilidad de cobertura de una regién
de verosimilitud. La Seccién 1.3 contiene los concepfos de suficiencia, auxiliaridad y derivada
con respecto al estimador de méxima verosimilitud, conceptos relacionados con la funcién

de verosimilitud vistos con el fin de definir la funcién de verosimilitud dirigida modificada.

1.1 Introduccién

Consideremos una. coleccién y = (i, ..., yn)T de observaciones de variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas (V.a.i;i.d.) con funcién de distribucién conocida,
excepto por el pardmetro § € Q C RY, d > 1. La funcion de verosimilitud L (6;%) es una.

funcién de § para cada valor de y, la cual se define por

L(6y) =K (y) }jl 2 (yi;9),

1
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donde K (y) es una funcién positiva arbitraria, que no depende de ¢ y p,(y;;60) es la funcién

de densidad de y;. La funcion de verosimilitud relativa R (6) se define como

R(0) = R(6;y) = Ly (1.1)

L (9;3/)7

donde § es el estimador de mdzima verosimilitud de 8.

La manera primaria de resumir informacién sobre 0, con base en una muestra observada,
es mediante regiones de verosimilitud. Definimos una region de verosimilitud, con nivel de
verosimilitud ¢, 0 < ¢ < 1; como la regién que. consiste de los valores 8 € Q tales que
R (6;y) > c. Estas contienen los valores mas plausibles de ¢, segtin el nivel de verosimilitud

dado.

Cuando dim (4) > 1, es comun’ que se considere § = (1), X), donde x es un pardmetm‘
de estorbo.y al espacio paramétrico Q de la forma § — 2y x . Nos interesa resumir
informacién sobre 1 por medio de regiones similares a las de verosimilitud. Para lograr esto

consideraremos la funcidn de verosimilitud perfil de v, definida por

donde %, es el estimador de méxima verosimilitud de X restringido a un valor fijo de v (ver
Capitulo 3). E)dsten otros conceptos de pseudo-verosimilitud en el caso de parémetros de
estorbo; sin embargo optamos por la verosimilitud perfil porque ésta se comporta de manera
més cercana a una funcién de verosimilitud. genuina (Barndorff—Nielsen & Cox 1994, psg.
90). A su vez, también se puede disponer de las pseudoiverosimilitudes que surgen de

modificaciones a la verosimilitud perfil misma (ver Barndorff-Nielsen A1985,“ 1990). Sprott

(2000, Cap. 4) considera varios tipos de verosimilitud en el caso de pardmetros de estorbo.

Capitulo 1. Preliminares _ 3

| La funcion de verosimilitud perfil relativa Ry, (1) se define similarmente que (1.1); es decir,

R, (¥) = L, (¥) /L, (dz), las regiones de verosimilitud perfil, con nivel de verosimilitud e,

se definen mediante los valores de Y € Qy tales que R, (¢) > c. Esta regién contiene los

valofes de 1) tales qué, para algﬁn X, la pareja (¢, x) pertenece a la regién de verosimilitud

R (¢7 X) Z C.

En virtud dé que Unicamente consideraremos verosimilitud y verosimilitud perfil, a partir
de ahora frecuentemente omitiremos el término perfil, quedando claro el tipo de verosimilitud

cuando Haya pardmetros de estorbo.

1.1.1 Probabilidad de cobertura de regiones de verosimilitud

Estamos interesados en estudiar la probabilidad de cobertura de regiones de verosimilitud.
Sea k = dim (), 1< k < d y denotemos a las regiones de verosimilitud, con nivel de

vefosimilitud ¢, por
LR(Gy) = {w € D By (wiy) = o} | (12)

Para calcular la probabilidad de cobertura de una region de verosimilitud, debemos consi-
derar a la muestra ¥ = (Y1,...,Y,) como variable aleatoria y a ¢ fijo en su valpr verdadero.
Denotaremos por CP (c, 8) a la probabilidad de cobertura de una regién de verosimilitud, as

pues

CP (c,8) = Pr (¢ € LR(g;Y)). (1.3)

Escribimos la probabilidad de cobertura (1.3) en funcién de 6, porque en general el valor de

Pr(¢ € LR(c;Y)) depende de (¥, x). Dado que % € LR (gY) si, y sélo si, R, (¥;Y) > c,
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obtenemos que
CP(c.6) =Pr(R,(%;¥)2¢), a9

donde R, (1;Y’) se considera como funcién de Y para v fijo. La relacién (1.4) nos muestra
que con la distribucién de la verosimilitud relativa se puede calcular la probabilidad de
cobertura de una regién de verosimilitud de manera directa. En general la distribucién de

R, es complicada, por lo que conviene obtener la distribucién de R, aproximadamente. Bajo

ccondiciones de regularidad esténdar (ver Capitulo 3) W, = —2In R, (¥) se distribuye de

acuerdo con la distribucién x3 con error, en muestras repetidas ordinarias, de orden O(n™1).

La aproximacién es en el siguiente sentido

Pr (W, < w) = Q (w) [1+ O(n~1)], 1)

donde Q es la funcién de distribucién x?. Mediante (1.5) obtenemos una medida de la

‘probabilidad de cobertura de un intervalo de verosimilitud con error de orden O(n™!). Para

0 <c<1,seaw, =—2Inc, entonces
CP(c,§) = Pr(R,>c)
= Pr(W, <w,)
= Qk(we) 1+ O(n“l)] ) (1.6)

De (1.6) podenios decir que las regiones de véro_similitud, con nivel de verosimilitud ¢, tienen

probabilidad de cobertura aproximada Qj (we) .
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1.2 Calibracién de regiones de verosimilitud

Por calibrar una regién de verosimilitud queremos decir que fijamos una probabilidad de
cobertura 1—a y calculamos el correspondiente nivel de verosimilitud que satisfaga Pr (R, > ¢)

= 1 — «. Esto es diferente a que meramente midamos la probabilidad de cobertura de una

regién de verosimilitud. Este es un problema de calibracién y su solucién es simple si tra-

bajamos con error de orden O(n™?): por medio de (1.6) la relacién entre la probabilidad de

cobertura y el nivel de verosimilitud de una regién de verosimilitud ests dada por

a()=1-Q(w) y c(a)=efue, o

donde g1 es tal que Qk (¢1—o) = 1 — . Entonces el problema se calibracién se resuelve al
tomar ¢ (a) = e~ 3%-=,

Cuando 7 es escalar se obtiene que
Pr(R, > ¢) = 20 (/) - 1] [1+ 0(n)] 18)

donde @ es la funcién de distribucién de la normal estdndar. La relacién (1.8) da lugar a las

sig;uiehtes relaciones
a(c) =29 (—-\/—21n c) , (o) =e e, (1.9)

Para ilustrar las férmulas de (1.9) consideremos una muestra y = (y1, ..., )" de v.a.iid. -
de una distribucién normal N (u,1). En este caso la verosimilitud relativa es R(u) =

exp (—2 (i - 1)*), de donde obtenemos que

W=—-2nR=(3—p)? 2 2
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Observe que en est ‘ ' SR ‘ :
q € caso W tiene distribucién exacta Ji-cuadrada con un grado de libertad El procedimiento (1.6) es muy simple de implementar, Unicamente se necesitan la funcién

én consecuencia se cumpl
e s . ; imili 1 inct
ple que . de verosimilitud y el estimador de maxima verosimilitud. Sin embargo presenta tres princi-

‘ | ‘ : B Pr S o) — N : pales’ inconvenientes: El primero, no nos indica si existe dependencia sobre §. El segundo,
o2 =20 i) =1 . : la pfobabilidéd de cobertura no es representativa para los datos que se hayan observado,

debido a que no condiciona aunque haya estadisticas auxiliares maximales. Y el tercero,
| _ . Pr ( R, > 37, ) —1-g : | -para muestras de tamafio pequeno la aproximacién pugde ser poco precisa. Para el caso
1 escalar, en el Capitulo 2 mostramos aproximaciones de la probabilidad de cobertura de

i donde z, es tal ue ® — | c . . |
q (22) = a. Las gréficas en la Figura 1.1 ilustran el uso de (1.9), la intervalos de verosimilitud que no padecen de los problemas anteriores.

il Figura 1.1(a) muestra la verosimilitud normal con j = 0, » = 3 y la ordenada d h
= ada derecha

0 construida con la relacién o (c) =2® I
- — _ —2 Y * * 4 *
) (=v=2In¢) . La Figura 1.1(b) es también una funcién 1.3 Suficiencia, auxiliaridad

l| de ve

\ rosmruhtud pero ahora calibrada; la ordenada derecha representa la probabilidad d _
e

Mediante suficiencia y auxiliaridad se puede mejorar notablemente la aproximacién (1.6); se

h cobertura en escala equi-

| f qui-espaciada v la ordenada izquierda se construyé mediante la relacién

cla) = 3_5 l—a/2 ‘ : ) . . e ’ _

' () : : ' pueden obtener aproximaciones de la probabilidad de cobertura con error de orden O(n7?%), 1
' - . .y i

es decir més precisién. Ademés, si se presentan estadisticas auxiliares se pueden usar para

|
!
l ’ . :
. , : calcular probabilidades de cobertura representativas para un conjunto de datos .en mano.

(a ) Verosimilitud norma)
e (6) erosimilitd nomal calirada y ; ci ia de ilj
 Yorosimiltud nomal calirad También es posible obtener explicitamente la dependencia de ¢ de la probabilidad de cober- o
|

| | s .992 : .
N ssa% ! tura, lo que nos ayuda a obtener probabilidades de cobertura minima de intervalos de vero-
' I 928 1.2 ) K
| ) HE f A 5  similitud. |
;§ :4 é g .797L / \ . ].4 ‘g
sb- g3 i / \ 1 ‘Una estadistica T = T (y) es cualquier funcién de los datos y se dice que es suficiente
2k g z jHL / \ }: ; _
ML 44 /. \ ' ara 0 si la distribucién condicional de y, dado T, no depende de 6; es decir, dentro de cada-
‘ 0 .ZSEL / \ ]'5 P .
h - '”;”L |5 particién de la muestra inducida por T, la distribucién de y no depende de 4. Una estadistica ‘
i 2 1.5 -1.0 0.5 0.0 0.5 10 15 2.00 ’ . ;
‘ K suficiente proporciona una reduccién de los datos sin ninguna pérdida de informacién sobre

Fi ; : . .
gura 1.1. Funciones de verosimilitud relativa normal. 0. La estadistica minimal suficiente S = S (y) es la que proporciona la mayor reduccién de |

los datos. Cuando se tiene suficiencia observe que la funcién de verosimilitud es funcién sélo

(a) Veros1m111tud relativa normal. (b) Verosmnhtud relativa norma] calibrada
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de luna estadistica suficiente s y el pardmetro f. Si la dimensién de s es la misma que la de
¢ usualmente el estimador de mzixiina verosimilitud es funcién uno-a~uno de s y entonces §
es minimal suficiente si, y sélo si, s es minimal suficiente. De aqui que se pueda considerar
a la funcién de verosimilitud ‘d‘e la forma I (9; @) , €sta es la misma que L (6; Y') como si los
datos observados consistieran solamente de 0. En este caso se recomienda hacer inferencia

sobre 8 con base en la distribucién de 6 o S.

En los modelos donde la estadistica minimal suficiente S es de dlmensmn mayor. que la de
6, se recomienda construir una estadfstica a de manera que S sea funcién uno-a-uno de (8, a),
para asf escribir la funcién de vercsimilitud como I, (0' g a) La estadistica a es auziliar si
la distribucién de @ no depende de 6 y si la partlclon del espacio muestral generada por a
es la mds grande posible a es auziliar mazimal. En este caso se recomienda hacer inferencia
sobre ¢ con base en la distribucién condicional de 6 dado a. Sobre el papel de cond1c1onar

en Estadistica ver Reld ( 1995).

Denotemos por £ (§) = In L (8) al logaritmo ﬁaturai de la funcién de verosimilitud. A ¢ 6)
se le conoce como la funcién de log- verosimilitud. Sl la verosimilitud es perfil se denotars por
¢, (w) alnL, (¢) De aquf en adelante consideraremos la funcién de verosimilitud expresada,
como L (9, g, a), la estadistica auxiliar a se mantendrs fija en todo momento. Bajo este

supuesto, para valores fijos de 8 y q se puede estudiar la relacién funcional de ¢ (0 6 a)

como func1on de 9 podemos hacer operaciones del célculo infinitesimal con respecto a 9 por

eJemplo limites y derivadas. Asi, pues

lim ¢ (9; g, a) = lim ¢(6;z,0) y gg)—z (9; g, a) . (1.10)

f—w z—w

0
= 5;2 (9, T, a)

f=w

r=w

en (1.10) 0 juega el papel de variable muda, Considerando que R#;Y)=R (9; } a,) se
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puede observar que, mediante técnicas ordinarias de cambio de variable, con la distribucién
def se puede calcular la distribucién de R, o cualquier otra funcién de 8. En general sélo se

puede conocer aproximadamente la distribucién de @ (ver Capitulo 3).

1.3.1 Notacién

Consideremos la siguiente notacion

4 (859, a) = 6(99;;;'“2 (o b,0), 5,k>0 (1.11)

con las siguientes convenciones
Zi = Ei;O, é;j = fo;j: é—i;j = &-;j (é, 9, a) s ' Zi;j = Ei;j (9, 9, a) , Z,] > 1. (112)

Cuando 6 = (¥, x); ¥ escalar, consideramos ¢ (1, X) =/ (z/z, X,w X, a ) . En este,caso uti-
lizaremos la siguiente notacién:
by =3t W,x), Loy =ZxL(U,X), etc.
b= Vil (.0 = (b o by = (L W), 5 £w.x))
by = V){VXE = (gxixj):ll ; (axagx XiX; (¥, X)) i
G=F(0x60.5); L=Vl (B 6BR) Lo = Vel (V%)
bex = VTV‘E (%X;'QJ f() v Ay = VTV—&;, ('w X;z/z,_x) , etc.
fee—vgveé—(fee)” o= <agagJ 0.0, (¥, )) |
Se usard, sobre una funcién de (¥, x), una tilde.“~” o un circunflejo “~” de acuerdo a si
se evalia en ¥, 0 en 0. Asf 6 = ¢ (zb,fcw; 9, a)" y i=y¢ (é;‘@, a) =/ (@Z,fc; {b_, X, a) . Ademss,

M 1A g 115 [43})
cuando consideramos cantidades que se consideran funcién de ¥, utilizaremos una barra “-

1.7_1

arriba de la cantidad para indicar evaluacién en 9 = 1. Por ejemplo, Z = £ (¢, x; %, %) .

Los conceptos que se presentan en las siguientes secciones son para el caso 1 escalar.

—————
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1.4 La verosimilitud dirigida

Prir<z)=o(z)[1+ O(n‘l/Q)] , | (1.14)

ademss, dado que r2 = W, , por (1.5) se tiene
Prif<a®)=Qi(@) 1+0(my), (1.15)

donde Q; esla distribucién de Ia Ji-cuadrada con un grado de libertad. Con (1.15) obtenemos

la probabilidad de cobertura aproximada, para iﬁtervalos de verosimilitud.

Debido a que R, (v) = e‘%’”Q, se puede verificar facilmente que los valores de Y que

cumplen R, (v) > ¢ son los mismos que los que satisfacen —v21n¢ <r<+v2he .

1.5 La verosimilitud dirigida modiﬁcada

‘ 11
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Nielsen (1986) como
r* =7‘+%10g (U/T), ' (116)

aqui 7 es la verosimilitud dirigida (1.13) y

AT |
yo L2705 b , (1.17)
T |/213]1/2 _
donde [é@ — g.g Zx-é] es ﬁna matriz dx d cuyo i-ésimo renglén es (E;éi —45, £X1§éi7 - ng-liéi) ,
|| es la funcién determinante v § = —/4,, Tk = —£yx (ver Seccién 1.3.1).

El signo de u debe ser el mismo que el de 7, si no lo es, se debe multiplicar u por —1.

Otra expresién de u es

Lu=0C4, ©(L18)
donde
=5 e 0= O0) = [fus| e e}
Y .
I =a%;12p ®) " L=i—t, I, = g%zp = by — g+ 35 (B L),

La derivada del  con respecto a ), ¥, = X se obtiene de la relacién £, (¢, X ¥, X) =0,

para %, fijo. Asf, pues |
_ - -1
5(/'@ = _Ex;'zz <€X:5() .

Cuando no hay pardmetros de estorbo C' = 1. Ver BarndorfE-Nielsen (1986,1991), Barndorf-

Nielsen y Cox (1994), Reid (1993) y Reid & Fraser (2000).
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La verosimilitud dirigida modificada es una cantidad invariante bajo transformaciones

1-1 del pardmetro de interés. Bajo muestras repetidas ordinarias r* sigue la distribucién

- normal esténdar con aproximacién de orden O(n=%72), ie.

Pr(r* <zla) = ® (z) [1+ O(n=%/3)]. (1.19)

En virtud de qﬁe el lado derecho de (1.19) no depende de g el resultado es vélido marginal-

mente.

Una aportacién de esta te51s es probar que, en ausencia de pardmetros de estorbo r*

cumple

Pr((r)?<a2®) =20(z) -1+ Oo(n7%), | (1.20)

lo cual muestra que los intervalos de confianza construidos con (r* )2 tienen probabilidad de

cobertura de orden O(n™?) en muestras repetidas ordinarias. La relac1on (1. 20) se demuestra

enla Seccién 4.1. En presencia de parémetros de estorbo, no se ha verificado analiticamente

que se cumpla (1.20), sin -embargo la evidencia numérica sugiere que en efecto lo cumple
(Ver Capitulo 4). Podemos utilizar la propiedad ( 1.20) para construir intervalo de confianza
con nivel de conflanza aproximado con error de orden O(n=?); sin embargo, a diferencia de
Seccién 1.4, estos intervalos en general no son intervalos de verosimilitud.

En el Capftulo 2 se muestran otras nuevas propiedades de r*, relacionadas con la utilidad

de r* para medir la probabilidad de cobertura de los intervalos de verosimilitud y calibrar

1ntervalos de verosimilitud.
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1.5.1 Sugei‘encias para calcular U

El artificio principal para calcular u de (1.17) o (1.18) consiste en escribir la verosimilitud en
funcién de 6 y a. Esto es 81mp1e en la familia exponencial, ya que en esta familia la funcién

de log-verosmuhtud es de la forma
£6,Y)=1£(0,8)=60"S - k(8),
por lo tanto se cumple qué
£O)los =S,
en consecuencia la funcién de log-verosimilitud expresada en términos de § y 0 es
£(8; 6) =67k (0) —k(8), (121)

en este caso no se necesita condicionar, ya que 6 es minimal suficiente.
En el modelo de localizacién escala es simple también puesto que, con a; = (i — ) /5,

la funcién de log-verosimilitud se expresa como: .

28,Y) = Xn:mf(y—;ﬁ>
S (arize)] a

En particular si el modelo es de localizacién, se obtiene que
LY) =) Inf(a+p—p), | (1.23)
=1 -
donde a; = y; — fi. Y si el modelo es de escala, con a; = y; /& tenemos

Y) = gm f <a§) . | (1.24)
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En otro caso hay que tener bien definida la estadistica auxiliar v hacer el cambio de variable
Y e (@, a) .

De P 1 . ., . e A
Spués de escribir la funcién de verosimilitud en términos de & Y a, el resto es utilizar

las r_elaciqnes (1.17) o (1.18) como recetas matemdticas.
Cuando no hay parametros de estorbo v se simplifica a

w= Y (g;é_g;é). o (1.2'5)'

En particular en el modelo exponencial se obtiene que

o= [ (8)] (5-0) hay

y en el modelo de localizacién Se expresa como

n

n —1/2 :
U= [Z_} g”(a,—)J Zg'(ai + i — ,u)._ | (1.27)

=1

En presencia de pardmetros de estorbo ocurre un caso importante cuando Xy = % Si
. ’lp - ~

Xy = X se cumple lo siguiente

T by =y — Ly, O =2
de donde
= 5~1/271/2~1/2 (5 ; N
U= Jxx/ ]Xfc Jﬁl)}b/ (f;{b - e;{b) ’ (1.28)

La expresién de u dada en (1.28) se cumple también cuando ¥ es ortogonal al pardmetro de

t Yo = % - ‘
estorbo, en cuyo caso Xy =X+ O(n"") (ver Barndorfi-Nielsen 1991). Otros casos especiales

para el modelo exponencial se pueden ver en el Apéndice B.

-
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1.5.2 La verosimilitud dirigida modificada en funcién de r

La verosimilitud dirigida modificada ha mostreado su utilidad en el célculo de probabilidades
de eventos cola, en el andlisis de residuos, en la construccién de intervalos de confianza y
como parte de una estadistica auxiliar. En esta tesis probamos que también es ttil pafa
calibrar intervalos de verosimilitud. Para este fin en el Capitulo 2 veremos que es necesario

expresar 7* en funcién de r, para valores fijos de ¥, %, y a.

Supondremos que 7* y r son funciones uno-a-uno de v, para valores fijos de ¥, Xy, a. Para
|

expresar la verosimilitud dirigida modificada como funcién de r es suficiente con expresar u

en funcién de r. Asi tendremos que
. » 1 .
r*(Y;r) =r+ m In <2—(’f’—r)> , (1.29)

los Ejemplos 2.4.4, 2.4.5 y 2.5.5 presentan la relacién exacta. Pero en general dicha relacion

sélo se puede expresar aproximadamente. De la Seccién A.2 obténemos que la expresién de

u en funcién de r es de la forma
u(@ir) =r+&r’ + (& - 30) r° + 0, (n™*?), (1.30)

donde 3, b son funciones de 1, Xy ¥ a. Usando (1.30) y (1.29) junto con la conocida expansién

In(l+2z) =z — 32%+--- aplicada con z = #3r + (2 — 1b) r? se llega a que

"= f+ (1+ 38— 1) r+ 0, (n?)

La expresiones de 3y b en el caso de 6 escalar son

ts = 2(63+30)77%?

b(0,a,n) = g5 {56 +24b (s +bo) + (30, +12 (o + 20)] 7} 775 (1.31)
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Para el caso con pardmetros de estorbo en la Seccién A.2.2 se ilustra cémo obtener b. La

cantidad #; no es de utilidad para calibrar intervalos de verosimilitud, por lo que no es
necesario obtenerla explicitamente. En el Capitulo 2 presentamos una, aproximacion de b en

términos de r* la cual es ttil principalmente en presencia de parametros de estorbo.
En los modelos exponencial y de localizacién el factor b estd dado por
b(6,a,n) = 55 (505 + 344) 773, , (1.32)

en el modelo exponencial b depende de 0, ie,b=10(9, n) y en el de localizacién b depende

de a, peronode d, i.e, b= (a,n).

* ., . S
Otra forma de evaluar r » como funcién de 7, es resolviendo con respecto a 9 la ecuacién

r(w;zﬁb)%ro. - (1.33)

Los valores de 1 que resuelven (1.33) se obtienen de manera 51mple sélo cuando 4 es escalar

0 X es ortogonal a 7). Estos valores son

~

Y= y+ 3;1/2r0 + & (2053 + 3250, 7202

+31 (5 (283 +30,21) " +3 (32,4 + 82531 + 6052,5) 5,,) 3778 4 O(n_Z) (1.34)

donde

pjik (¢ b,a ) ::;; (zb,x,w X ),j,kZO,

Yy se cumple que %)‘( = 0.

Sin embargo si 9 no es ortogonal a x, puede ser mds conveniente resolver (1.33) numéri-

camente.
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Antes de resolver (1.33) numérica o analiticamente, conviene ver con mis detalle la
relacién funcional entre r y 1. Por el momento usaremos en la notacién todas las variables

involucradas. Entonces, la verosimilitud dirigida se escribe como

r (’;/},17)) =T (¢75(¢§?Aﬁ792, a) .

| Observe que el lado izquierdo sélo indica dependencia con respecto a Yy 121 FEsto es porque

para considerar a 7 como funcién de 171, se deben mantener fijos los valores de %, a y.fw.
Donde fw se considéra parte de la estadistica auxiliar, supondremos que X, es suficiente
para X y auxiliar para ¢. El estimador de mdxima verosimilitud ¥ de x no aparece en
la parte izquierda porque al mantener fijos Y, Xy ¥ a ¥ exigir que se siga cumpliendo

4y <¢, X 12),5(, a) = 0 obliga a X a ser funcién de {b, entonces débémos resolver
(g b (B, %p0) 0) =m0, (1.35)

en general resolver (1.35) con respecto a 9 no es més complicado que resolver (1.33) con

- respecto a Y, para valores fijos de {b v X- En los ejemplos con pardmetros de estorbo del

Capitulo 2 se presentan expresiones explicitas de % en funcién de {ﬁ

Si 1, es solucién de (1.35) entonces

" (¥mo) = r* (w; {Do) : | .(1.36)
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Capitulo 2

Calibracién de intervalos de

verosimilitud

En este capitulo consideramos que el pardmetro 6 se descompone de la forma 6 = (¢, x),
3 escalar. Suponemos que las regiones de verosimilitud LR (¢,Y) definidas en (1.2) son

intervalos de verosimilitud y los denotaremos ﬁor LI{c,Y), es decir
LI(c,Y)={y € Qy: R, (¥;Y) >c}.

El procedimiento para calcular la probabilidad de cobertura de un intervalo de verosimi-

litud discutido en los preliminares se reduce a

CP(¢f) = Pr(yell(cY))
= Pr(R,($;Y) 2 ¢)
= 20 (v)—1 + o(n7), - (2.1)

donde v, = vV —2Inc. La aproximacién (2.1) puede ser poco precisa en muestras de tamaifio

pequeno, sin embargo un problema més serio que presenta tal aproximacién es la falta de

19
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informacién: no informa si la probabilidad de cobertura depende de %, ni condiciona en
estadisticas auxiliares, cuando fuera necesario.
En este capitulo mostramos que trabajando conjuntamente con 1a verosimilitud dirigida,

7, ¥ la verosimilitud dirigida modificada, 7*, se pueden obtener expresiones para la probabi-

lidad de cobertura que presentan las siguientes ventajas:

1. Mds informativas: Se tiene la forma explicita de la dependencia de la probabilidad de
| cobertura sobre 9. Esto es ttil para calcular las cotas minimas de la probabilidad de

cobertura de intervalos de verosimilitud que sugiere Barnard (1996).
2. M4s representativas: condiciona en estadisticas auxiliares, si se requiere.

3. Més precisas, ahora el error es de orden O(n™?) en muestras repetidas ordinarias.

Las principales aportaciones de esta tesis estdn incluidas en las ecuaciones (2.3), (2. 4)
(2.8), (2.10), (2.12), (2. 13), (3.36) y (3.41), los resultados se presentan de manera expositoria
y se ilustran con varios ejemplos, en el Capltulo 3 se dan las condicionés de regularidad y
las demostraciones de todos los resultados aqui presentados. Los ejemplos dlscutldos en este
capitulo se presentan en dos secciones: los ejemplos para modelos sin parametros de estorbo

se encuentran en la Seccién 2.4 y con pardmetros de estorbo en la Seccién 2.5.

! . a7 e : . 21
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2.1 Probabilidades de cobertura més precisas

Una aportacién de esta tesis es, encontrar y demostrar las siguientes equivalencias, con error

de orden O(n‘Z) , para la probabilidad de cobertura de un intervalo de verosimilitud

CP(e,¥) = Pr(Fy(v59,a) 2 cla) (2:2)
= & (" () — B (" (¥ ~vc)) + O(n7?) (2.3)
= 28 (ve) — 1 — bueg (ve) + O(n7?) . (2.4)

donde v, = v=2ln¢, r* (v;; ¥) denota a la verosimilitud dirigida modificada expresada como

funcién de 7 = v, para un valor fijo de 1, la relacién funcional es de la forma
1, (u(;r) | o5
r* (w;r)=r+;ln <_r > , (2.5)

doﬁde u (1;7) estd dadaen (1.30) y b= (w, Xop» @ n) es un factor de tipo Bartlett, el cual
es de orden O(n™1) . Si 6 es escalar b esta dado en (1.31) (ver Seccién 14.1). Si6 = (¢, x),v
escalar, ﬁo damos una expresién general para b. El factor de Bartlett con el que trabajamo§
en esta tesis lo definimos como dos veces el coeﬁciente que acompaia a 72 en la expansién

de r/u alrededor de r = 0 (ver Seccién A.2).

" Usaremos la siguiente notacién:

a(ed) = 1-28 (vc) + 1+ bued (ve)
= 29 ("Ué) + v (UC) . ' (2'6)

Entonces

P(c,¥) =1—a(cb)+0(n?),
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si ' i ‘
(¢, b) es mienor que cero o mayor que uno, se recomienda evaluar (2.2) con la aproximacién

(2.3).

El factor de Bartlgtt b=b(y, 5("”" a,n) nos muestra la manera en que la probabilidad de
cobertura de un intervalo de verosimilitud depende de 1/, Xy>a ¥ n, lo que no se tiene en la

aproximacién dada en (2.1).

La ve;‘osimilitud dirigida y la verosimilitud dirigida modificada se mantienen en el centro
de esta tesis porque la definicién que usamos del factor de Bartlett depende fuertemente de
estas cantidades. Incluso la expresién (1.31) se obtiene de esa manera., Conviene sefialar que
en general no es necesario calcular el factor de Bartlett para evaluar (2.3) como lo ilustran

los ejemplos 2.4.4, 2.4.5 y 2.5.5.

Observacién: Si se utiliza cualquiera de las tres siguientes cantidades: formula-p* (Sec.
‘3.3.1), aproximacién de Lugannani-Rice (Sec. 3.3.4) o factores de Bartlett (Sec. 3.3.2)
también se obtiene (2.4). La relacién (2.4) se puede encontrar en Efron & Hinkley (1978) y

DiCiccio (1986) en el contexto de modelos de ldéalizacién y en Jensen (1988) en un contexto

‘general.

2.2 Probabilidad de cobertura minima

Cuand_o la probabilidad de cobertura de un intervalo de verosimilitud depende funcional-
merite del valor verdadero de 7, no es\posib}le dar un valor numérico de ella. Sin embargo,
con ayuda de la expresién analitica (2.4) de CP (c, 1) es posible“conocer las cofas de la pro-
babilidad de cobertura de un intervalo de verosimilitud, con error de orden O(n~?%). Para

cada nivel de verosimilitud, ¢, las cotas de CP (c,%) proporcionan un intervalo conocido y
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fijo en donde se encuentra el verdadero valor de la probabilidad de cobertura del intervalo

LI(c,Y). Estas cotas se obtienen con ayuda de las cotas del factor de Bartlett. Sean

b7 (a,%y,n) = inf b(w,a,%pm) vy b (a,%y,n) = sup b (w,a, Xom), - (2.7)
wey S Wy

donde Q. es el espacio paramétrico de 1. Se requiere que b~ y b sean acotados y que el

fnfimo y el supremo se alcancen en el interior de €y. Asi, con error de orden’ O(n™2), se

cﬁmple lo siguiente
1-a(eb7) < Pr (B (¥5da) 2 dla) < l—algb).  (28)

A 1—a(c;b™) le llamaremos probabilidad.de cobertura minima del intervalo con nivel de

~ verosimilitud c. Similarmente a 1 — a(c; b™) se le lamarg probabilidad de cobertura mdzima.

Si b no depende de 1, b~ = bT -y diremos que el intervalo de verosimilitud tiene probabilidad

de cobertura estdndar (marginal o condicional).

Se puede dar el caso eh que alguno de los valores de (2.7) no sea acotado . Esto sucede
generalmente en la frontera de 2y, donde pueden fallar las aproximaciones (2.2) y (2.4),
debido a que una condicién de regularidad exige que 1 sea un punto interior de {2y (ver
Seccién 3.1). Las desigualdades (2.8) se siguén cumpliendo si b~ y b* son acotados y el
infimo o supremo se alcanza éuavemehte en un punto frontera ¥*. Por suavemente queremos
decir que Jl_,%ln b (¢) existe y es finito. El punto frontera puede ser +o0o. Ver ejemplos 2.5.3
y 2.5.4. |

En la prictica, si ¥ € (—oo, +oo) se recomienda calcular el minimo en el intervalo
[—M, M), donde M es tan grande como se desee; si % € (0, 00) el minimo se puede tomar en

[e, M], donde ¢ es tan pequefio como se desee y si es un intervalo acotado [a, b] se recomienda

tomar las cotas en [a +&,b — €], etc.
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2.3 Calibracién de intervalos de verosimilitud

En esta tesis consideramos que la 'manera primaria de resumir informacién sobre un pardmetro
de interés 1, con base en una muestra observada, es por medio de intervalos de verosimilitud
construidos con nivel de verosimilitud c. La eleccién de ¢ es de acuerdo a la plausibilidad
que se desee. El objetivo principél de esta tesis es elegir un valor de ¢, basado en proba-

bilidad de cobertura. Nos interesa fijar un valor de la probabilidad de coberturs, (minima

o estandar), digamos 1 — «, y encontrar un nivel de verosimilitud ¢ (o) de tal manera que

- CP(c(@);Y) =1 — a. Este es un problema de calibracién.

Para obtener el nivel de verosimilitud correspondiente a «, se procede a despejar ¢ de

(2.6), es decir ¢ debe satisfacer
20 (v) — 1 — bugd (v) = 1 — o, (2.9)

donde v, = v/~2Inc. Mediante técnicas de inversién de series (ver Seccién A.1.4) se llega a

que
¢ (a;b) = exp [——% (1 + %b)2212_a/2] . (2.10)

satisface (2.9) con error de orden O(n~2). A c(a, b) le llamaremos el nivel de verosimilitud
calibrado. Cualquier otro valor que difiera de (2.10) por un término de orden O(n~?), por

ejemplo ¢ (a;b) = e 3% -ar2 (1 — 322 /Qb) , satisface

Pr (Rp (w;ﬁ), a) >c (a;xb) [a) =l-a+ Op(n‘Z) . ' (2.11)

De (2.11) se ve que el nivel de verosimilitud depende del verdadero 1, por lo que es

necesario calcular cotas del nivel de verosimilitud que se puedan evaluar numeéricamente.

-
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En este caso sélo daremos el nivel de verosimilitud minimo aproximado, c¢(c; ), el cual

satisface que

inf Pr (RP (1&;12),0,) > c(a;0%) Ia) =1-a+0(n?),

YEQy

ast, con error de orden O(n™?), se cumple la siguiente desigualdad.
1-a<Pr (RP <¢;@Z, a) > (a;67) ]a) <l—oa(c(xb™),b7). (2.12)

El intervalo de nivel de verosimilitud ¢ (e; b%) tiene por lo menos probabilidad de cobertura
1 — a. El nivel de verosimilitud mdzimo, ¢ (a,b™), da un intervalo de verosimilitud que a lo

mds cubre a ¥ el 100 (1 — ) % de las veces, en muestras repetidas ordinarias. No se discutiré

més sobre ¢(a,b7).

| 2.3.1 Aproximacién del factor de Bartlett

En esta seccién proponemos una aproximacién numeérica del factor de Bartlett basada en r*.
El factor de Bartlett involucra derivadas de hasta cuarto orden; es decir, derivadas de la
forma £;, donde 2 <j+k<4,7>0, k>0.
En general la expresién analitica de b puede ser inmanejable, especialmente si hay més
de dos parémétros de estorbo o si X no es ortogonal a ¥. En esta situacién puede ser més

préactico y més simple obtener b numéricamente.

A continuacién proponemos una férmula aproximada para b y damos indicaciones para
evaluarla.

De las aproximaciones (2.3) y (2.4) obtenemos la siguiente aproximacién para el factor
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de Bartlett ‘

(" (Wive) = 8 (r* (s —ve)) — 28 (v) +1

b* (% )21/:7 a,n; C) = 2'Uc¢ (UC)

+0(n™?). (2.13)

Para evaluar (2.13) es necesario especificar valores de ¢, 1, a Y Xy- La aproximacién (2. 13)

depende levemente de ¢, sin embargo recomendamos que c esté cerca de 1, puesto que

lim b (1/]75(¢a a,n; C) =b ('@/1, 5(;0, a, Tl) .

c—1—

Para evaluar r* (w ifuc) se procede como en la Seccién 1.4.1. Si b no depende de w,la parte
derecha de (2.13) no dependera de 7. El ejemplo 2.5.2 utiliza b* y da resultados muy precisos.
Por medio de las aproximaciones (2.3), (341), (2.4) y (3.36) se pueden obtener otras

aproximaciones para el factor de Bartlett. Y dadas las siguientes relaciones

VIFb=14540(n) = = 4 0(n%) = —L_ L 0(n?),

2

i

podemos obtener més aproximaciones del factor de Bartlett mediante combinaciones de (2.3)

y (3.40) con (2.4) y (3.36). Todas las aproximaciones del factor de Bartlett que se obtengan

con estos procedimientos son equivalentes, con error de orden O(n=?).

2.4 Ejemplos sin pardmetros de estorbo

2.4.1 El pardmetro de localizacién del modelo hiperbélico

Barndorff-Nielsen (1977) introdujo la distribucicn hiperbélica con funcién de densidad

m;a,ﬂi b=~ K;g;;f;ﬁ?> exp { ~a\/6 4 (y— )+ By m} L 1)

T e e e e e

A
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dondey € R, u€ R, §>0, 0< 8| <, yK; es la funcién de Bessel modificada del tercer
tipo. Si el pardmetro de interés es 4 y tomando § = 1, o =1,0 = 1 la funcién de densidad

(2.14) se puede expresar de la forma

By 1) = 4K1(\/‘/2) e, (219

donde K; (v/3/2) 2 0.761932.

La funcién de log-verosimilitud de u estd dada por

£(u;y) Z \/ Z

i=1

De aqui que la correspondiente funcién de log-verosimilitud expresada en términos de

wiyaes

fia) =~ Tt @r a3 @ra-p). o (@16)

donde a; = y; — [1 satisface

e n

a; _n
—~ /1+a? 2’
debido a que la derivada de £ (y;y) es

n

yi—p
EI‘L:Z \ 5 2n.
: =1 \/1+ (y; — p)

De (2.16) obtenemos que

3

Qi+ p—p

N 1,
la(pa) =~ =+ 3"

adems3s

n

‘ ‘ o ~3/2
Lup (s 1y 0) = “Z [1+(ai+ﬂ—ﬂ)2}

i=1
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entonces

J= b (B he) = =3 (1+02)7F

i=1
de donde se obtiene fcilmente u, al evaluar u=j"1/2 (17 p—4 )
sH o

Las derivadas de la funcién de log-verosimilitud hecesarias para evaluar e] factor de

Bartlett son

Por ejemplo, de Barndorff-Nielsen (1982) obtenemos una mﬁestra dé cinco obserx;acionés del
modelo hiperbélico, los cuales son y = {-0.26,3.92, 1.16, —-0.41, —0.6}. Con estas obsebrva-
ciones obtenemos que i = —0.6504 y en consecuencia a = {.3904, 4.5704, 1.8104, .2404, .0504}
vi= 2;8465, b3 = —1.748 1, 4y = 5.3213. De (1.32) se tiene que el factor de Bartlétt para
los datos anteriores es b (a) = 0.1097. La Figura 2.1. muestra las graficas de verosimilitud
relativa correspondiente la depsidad (2.15). Fn la Figura 2.1-(a) el eje derecho contiené

las probabilidades de cobertura de acuerdo con sy nivel de confianza. La, Figura 2.1-(b) es

la verosimilitud relativa de & con el eje derecho'equi-espaciado.

(a) Varosimilitud hiparbélica: Datos de Barndortt-Nislsen : Verosimi
] e . ) (b) liby : Modelo hi
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Figura 2.1. Funciones de verosimilitud relativa hiperbdlica.

(a) Verosimilitud relativa hiperbdlica. (b) Verosimilitud relativa hiperbdlica calibrada

2.4.2 La distribucién exponencial

Sea y = (y1, ..., Yn)” una muestra de v.a.iid. con funcién de densidad

WA u) = FA(A)%_(%) s (2.17)

Cuando A es conocida (2.17) es un miembro del modelo de localizacién, esto se hace aparente

si tomamos v = logy y ¢ = log (u) en cuyo caso

A
P(i6,3) = Fre ),

lo que da un modelo de localizacién. Aun asf, consideraremos el modelo como uno de

escala y tomaremos x4 como el pardmetro de interés con \ conocido, entonces la funcién log

verosimilitud expresada en términos de ji = 7 es
E(p; ) = —nAlog p— nAib/p.

Las derivadas correspondientes para calcular el factor de Bartlett est4n dadas por

- n o - n - n o - n - - n
b = it ly=4—,4, =‘_18E’ by = —2’?, brp=0,03; = 6/7
y de acuerdo con (1.31) el ajuste de Bartlett es
b= —.
\ ~ 6n

La Tabla 2.1 muestra los niveles de verosinﬁlitud calibrados de acuerdo con la probabilidad

de cobertura especificada. Observe que los valores son précticamente exactos para cualquier

tamano de muestra.




d
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Tabla 2.1. Niveles de verosimilitud calibrados obtenidos de la férmula (2.10).

n |'c(9,%) | pce c(.95, &) | pce c(.99,%) | pee

1 ].204 .903 105 .953 .0203 991

2 1.23 .9006 124 951 .0273 .9903

5 |.247 90001 | .137 .9501 0324 .99005
10 | .253 .900003 | .142 .950002 .0343 9900009

pce = probabilidad de cobertura exacta

La Tabla 2.2 muestra la probabilidad de cobertura obtenida por los cinco procedimientos
equivalentes. La segunda columna indica la probabilidad de cobertura evaluada con (3.36),
a (c,b) estd dado en (2.6), la cuarta columna se obtiene con (3.40), la quinta con (2.3) y la

ultima con (3.33) la cual es igual a la exacta.

Tabla 2.2. Probabilidad de cobertura obtenida mediante

cinco procedimientos de altos drdenes.

n,c=.05 | Bartlett | (.05, &) { L-R e pee=p*

1 976560 | .977487 | .977390 | .977691 | 959298

2 981313 | .981556 981465 | 981543 | .981638

5 983957 | .983997 983975 | .983988 983995

10 984801 | 984811 .984805 | .984808 | .984809
pce = probabilidad de cobertura exacta

2.4.3 Distribucién de extremos

La funcién de densidad de extremos se expresa mediante

1 5 ¢
fy;0) = =e=™*".
ag
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Para una muestra de n observaciones de esta distribucién la funcién de log-verosimilitud en

funcién de 6 y a es

E(a;&,a)=—nlna+22ai——Ze%ai.. (2.18)

i=1 i=1

donde a; = %£. Para n =1 la relacién exacta entre y y & es
—-0.741y si y<O0

124y si y>0 -
Observe 1:que 6 no es funcién uno-a-uno de y. De aqui tenemos dos estadisticas auxiliares
completamente conocidas
—135 si . y<0

0.8065 si y>0

En este caso la densidad condicional exacta de & estd dada por

o] 2o .2e | f(6,0la=—1.35) = LeeiaagoeTE
f(6,0la) = —e "% = o sousd
( 7 f (8,0la = .8065) = {Lfee 00"
Para n > 1, la densidad condicional exacta de & es
| 16\ G o noa
p(6;0la) =k (a,n) p (;) exp (-U— ;ai - ;eo ’) , (2.19)

donde k (a,n) es la constante de integracion.
La primer derivada de la funcién de log-verosimilitud es

. o 2,4,
6 (0;6,0) =2 -5 a +;%Za,~e§aw

debido a que ¢, =0, la ecuacién que define a a es

n

Zai(eai;l)zn

i=1
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Las ;antidades para evaluar (1.31) son De la ecuacién (1.31) se obtiene el factor de Bartlett y ademés se demuestra que b(o,a,n) =

: ' ' . b(a,n); es decir, b no depende de .
: £2=F+2U3Zal—2 Zalea __Zae, | ,
S =1 . La Tabla 2.3 presenta las coberturas condicionales exactas y aproximadas de los intervalos

o ~ ' con nivel de verosimilitud .147. Las estadisticas auxiliares se obtuvieron al simular muestras
o ' 3 =22 a &2 2,24 3 & 24, '
o » 3= 2% 6% Zaz+6 Zaze" F+65 Za 53 alete

‘ ) i=1

de tamafio n = 1, 2,3y 7. Observe que las aproximaciones son muy‘precisas para todos

los tamanos de muestra presentados. Los valores aproximados se calcularon con la ecuamon

ly=62% + 24% Z a; — 24% Z aee% 36(‘3—2 i aled® _ 128 i adefai _ gt i aéegai (2.4) y los exactos con (2.19).
i=1 i=1 g = ¢ a8 . i )
by = -5 f_: a; + < Zn: aes% 4 1825 i a2 eZai  go Z & 3,2a; - Z ' Tabla 2.3. Valores exactos y aproximados de la probabilidad de cobertura de ;
=1 i=1 i Tz=1 % ese los intervalos de verosimilitud de la distribucién de extremos.
n ’ n 5 n N n ) ' . : — : ’\
by = (,_23 20— 0—23‘ D aes% — 4(% > afe%ai - &_z 3 adesa : ‘ . : c=.147 : :
i=1 i= iz oo ¢ ’ ' . . |
' 1 : n | a(eb) | pce diferencia - , i
"L o | 1| 0171 | .9241 007 | f
by = -5 > ajes® — £ S afes s _ Z a4 o, . ' ]
- =l i=1 ' - | 17 ] .9084 | .916 -.0076 : :
Sea A =371, af e*, al evaluar en § = ¢ las expresiones anteriores, éstas se reducen a | 2| .9292 | .9295 ~-.0003 ‘
. n ' ‘ | 3| .9367 |.9347| 002 :
— 52 >
4 = o (n + 22; a; — 24, — A2> , lyg=¢o" ( 2n—=6 Z a; +6A4; + 645 + A3) - 0447 | 9462 0015
- =1 . . bt

pce = probabilidad de cobertura exacta

?4 = 0'_4 (67’& + 242 a; - 24A1 - 36A2 - 12A3 - A4) y
i=1 . n=1:a=-1.35, n=1:a=.80647, n=2:a= (7096528, .887066)

n=3:a=(—.2361641,.4723283, 1.180821)

fo1 =0~ ( -6 § @ + 6A1 +184; +94; + A4) | n=T:a= (10089642, —. 27296148, —. 716 20832, . 426055 54, .675330 4,

| | ~1.5236152, —2.9002252).
Z2;1 = 0'_3 (2 Z a; — 2A1 — 4A2 — A3> , 22;2 — 0-—4 (_6A2 _ 6A3 _ A4) ! | - | i

=1
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2.4.4 El modelo gausiana inversa

La densidad de 1a distribucio’n gausiana inversa IG (), ¥) estd dada por

/5T
\/—3 -y~ 26 2()\1&/ +1,by)’ y,zb,)\>0. (220)
m

Caso 1. Pardmetro de interés A y 1) conocido.

Siyy, ..., Yn se distribuyen de acuerdo con (2.20) con ¢ conocido, la funcién de log verosimi-

litud es

£(; w,m—-m“nm_azy

=1

el estimador de mé4xima, verosimilitud de A, para el valor fijo de 9 es

X¢=4(—\/E+ \/M)—Z I .(2.21) '

donde y = 22 .yt Dado que ¥ es suficiente y /\¢ es funcién uno-a-uno de Y, entonces
/\w es suﬁ01ente En este caso no se necesita espec1ﬁcar mnguna estadlstlca auxiliar. La

expresion de la fun(non de log-verosimilitud se obtiene al despejar § de (2.21) €l cual es

SR | c=1/2
y= /\¢ + \/’QZ/\w ,
asi, pues la funcién de log-verosimilitud de A, como funcién de ) y 5\¢ estd dada por

4eF /\¢)=—ln/\+n\/_¢__,\( ; _,_\/—~—1/2)

¥ la verosimilitud dirigida se obtiene de

I\

12 ln—+ YAy — 2/ 30 —1+/\(¢ +\/—A—1/2)

g 35
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Llos célculos necesarios para obtener 7* son

| 1n

=33 (2+VA9),
de aqui se obtiene que la estadistica u es

u= % (5 +3vBR") " (5, - ).

Observe que

U u 1
lim— =400 ¥y hm—=§.
i-0T Ao T

Las derivadas necesarias para obtener el factor de Bartlett son

7= -3, e@:lﬁ(s}s\/W), Z:—i—(16+5\/_)

16 \*

Entonces de (1.31) obtenemos que N
1 16+ 3y . S ‘ (2.22)
12n (2 4+ /35)°

De donde la cobertura aproximada como funcién de \ ests dada por

1 16+3\/— 2

b(\n) =

Pr(R(X) > ¢) =29 (v,) —

donde v, = v/—-2Inec.

De (2.22) obtenemos que

1
b= (n) = Ali_{glob()\,n) =0 y bt (n) = }\Er(l)b(/\,n) = (2.23)

los cuales se alcanzan en las fronteras de 0, = (0, o). Sin embargo en virtud de la suavidad

de b (A, n) como funcién de A, la relacién (2.8) se cumple con las cotas del factor de Bartlett

dadas en (2.23).




-
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La Tabla 2.4 contiene los valores exactos y apfoximados de la probabilidad de cobertura

minima de los intervalos de verosimilitud para A. Los valores aproximados se calcularon

con la ecuacién (2.4) y los valores exactos con ayuda de las relaciones (2.24) y (2.25) con

A=10"%y ¢y =1.

Tabla 2.4. Valores exactos y aproximados de Ia probabilidad de cobertura minima de los
intervalos de verosimilitud para A. Los valores aproximados se calcularon con la ecuacién

(2.4).

Probabilidad de cobertura | ¢ = .258 | ¢ = .147 | ¢ = .036
n =1 | Minima aproximada 8440 | 9117 9778
Minima exacta 8536 | .9196 | .9809
'n =2 | Minima aproximada 8721 .9307 .9839
Mnima exacta 8736 |.9323 | .9844

Densidades exactas de ;\w paran=1y2

Sea §j = + 3"y ", la relacién entre § y A, estd dada por Ay =4 (VO + Vo F 4@)_2 y la
~— Ae1/2 : : ~

relacién inversa por § = A¢1 + \/E)W) / - Entonces, dado que Ay es funcién uno-a-uno de

Y, si conocemos la funcién de densidad de 7 se obtiene directamente la de 5\¢. Por lo tanto

tinicamente escribiremos las expresiones para la densidad de 7.

La funcién de distribucién de la gausiana inversa se expresa como

' Y
Fly¢,0) = /opy(t;/\,zb)dt

() )

donde R (y; A, %) est dada en la ecuacion (2.20).
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Para n =1 la densidad de Y~! est4 dada por

By A Y) = fj_ y i vy a0, (2.24)

Ahorasean V1, Y, ~ IG (¥, A), de (2.24) y por métodos ordinarios de probabilidad obten-
emos que la funcién de densidad de X = i+ vt

oz A, ¥) = PEV R (1 - ( %)) . (2.25)

Caso 2. Pammetro de interés § = \/— ¥ ¥y A conocido.

Con51dere una muestra aleatoria v, ..., y, de (2.20) con A conocido ¥ 0 = /% el pardmetro

de interés, entonces

£(y,8;7) = nv/\ — 162 Zn? Vi
=1

de esta ecuacién se sigue que § = \/Xy"l, de donde § = \/Xé_l, entonces la funcién de

log-verosimilitud se puede expresar como
- n ga—1
¢ (9; 9) - VX - =v/26% (2.26)

En este caso tenemos que

/\1/4§(9 9) y 0+

U= —0—r,
26

en consecuencia la verosimilitud dirigida modificada es

r*=r+llog ——6—{:6 i
T\ 26

El factor de Bartlett es cero, por lo que la expansién de = - alrededor de 7 = 0 no contiene
término cuadrético:

1 1
+ r— -
2AM4Vnb 1673/ (ng)¥?

7'3-]_....

13
il
-y
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Es simple de verificar que Eet™” = (1 — 2t)72 ) es decir 72~ x3. Shuster (1968) obtiene que

r? = X1; por un camino diferente. En este ejemplo se tiene la expresién de r* en funcién de

r, para 6 o fijo, como se ve en las siguientes expresiones

u(r,@>~’1_~ 1 . 2nf
r 2V/nd (r+VrT+dng)*

: . - . i ~1;2
En virtud de que 72 es x? los intervalos de verosimilitud, con nivel de verosimilitud e 21as2

u(r, 6)

-+

[N

son también intervalos de confianza, con nivel de confianza 1 — @, los cuales estén dados por

] é R 6
. max O,B—za/g\/: S@SQ-!—za/g\/:
n n

En la Figura 2.2. Se muestran las graficas de verosimilitud gausiana inversa para 9 con
6= 1/4 y n = 3, los valores de los ejes izquierdo y derecho son exactos. La Figura 2.2-(b)

es la gréfica de verosimilitud calibrada para 6.

Verosimilitud inversa gaussiana . (b) imili i inversa cali

—
0

496 -t

.602 ‘ 928 / \

- \ - 688 872 \
/. N

Verosimilitud

.

NR WL A b m N W o

Co -

o
S
S

0.128 0.250 0.375 0.500

[}

0.825

824
879
927

:968

1
0.750

Probabilidad de cobertura

.258
147

Niveles verosimilitud
.
9

N o o W R . o

©«

" ‘@

0
.00

0.25

0.50

075 1.00
6

1.25

1.50 1.75

~
o
S

Figura 2.2. Funciones de verosimilitud relativa gausiana inversa.

(a) Verosimilitud relativa. (b) Verosimilitud relativa calibrada

Nivelss de confianza
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2.4.5 El modelo gausiana inversa normal

La funcién de densidad de una variable aleatoria con funcién de distribucién inversa gausiana

normal estd dada por

oy (y; ¢, B, . 6) =%ﬁexp{5\/a2—ﬁ2+ﬂ(y—ﬂ)} o %) ) |

dondey € R, ue€R,6§>0,0< |8 <ayK(z) = 2 [t? _t"4tdt. Ver Apéndice C y
Gradshteyn & Ryzhik (1994, ecuacién 8.432-6).

Si tomamos 4 =0, § = 1, a conocido y 8 como el pardmetro de interés entonces 4

ak(e/i+v) o, (2.27)
T v 1+y2

. s T
excepto por una constante aditiva la log verosimilitud de 3 para una muestra Y = (Y15 s Yn)

w(y; 8) =

~

se expresa por
£(B;Y) =ny/a? — B +ngy,

ns ay

o} _—J
%6(@}/) = —_az\/—:l@—‘*‘;yz: de donde, /8 = m

Asi, la log verosimilitud expresada en términos de (5 , B) es

E(ﬂ;B) =m/a%—ﬁ2+——@—3. - (2.28)

a2 —
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| a(B-8

Las cantidades utiles para calcular el factor de Bartlett son

_ o? ~ a? = s 46°+a?
by = —nm, ly = —3nﬁm, ly = -3na W
de donde
32— ’
=YY= "7 2.29
b(B,m) = —2 X2, @
fééilmente se sigue que
3
+ _ -—_°
b"=0 y b Y
El valor méximo es en 8 = 0 y el mfnimo es 5 = a. En este caso b~ = 0 entonces los

intervalos de verosimilitud de la distribucién gausiana inversa normal son sobre-precisos si
se usa la aproximacién O(n™?),
) .
/ o — BB
=r?+4/a?— 3 = ——
a?—j3
La log verosimilitud (2.28) nos per:uite calcular explicitamente los intervalos de verosimilitud

para 3,

. Br? R .2\ 3/4 ,
5=ﬁ—2ﬂ7; \/a2—52i 4 (az—ﬂz) \/4na2—7‘2 a2—ﬂ2
| a’n :

2a2n

-y también se puede ver explicitamente la forma de la regién aleatoria, consistente de los

extremos de B tales que 'r (ﬂ; B)l < z, asi

n?Ba * z (%22 +nva?— ﬂQ) \/i-zQ +nva? -
124+ 22ny/a? — 4 o2n?

B=a
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Sif=cq

2,2 1.4
. afnc — 2z
an? + 224
Tabla 2.5. Valores exactos y aproximados de la cobertura como funcién de 8 de los

intervalos con nivel de verosimilitud .147. Los valores aproximados se calcularon con la

ecuacion (2.4). En este caso o = 3,n = 1.

r=19|8=0 |B=+295|08=+29999 | B =+2.99999
pca 978636 | .955206 ..950234 .950074

pce 967945 | .9613 .959065 .958985

pca = Probabilidad de cobertura aproximada

pce = Probabilidad de cobertura exacta

2.5 Ejemplos con Parametros de estorbo

2.5.1 El modelo normal

Caso 1. Pardmetro de interés Lo

Sea y = (31,...,y»)" una muestra de v.a.iid. de una distribucién N (1, 0?) . Entonces la

funcién de log-verosimilitud est4 dada por

1 n
¢(w,03Y)=-nlno - '2‘—22(% -n?,
g =1

los estimadores de méaxima verosimilitud de Uy o son

n

ﬂ=§=%;yﬁ Y &2=%Z(yi—l7)2,

1==1
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en consecuencia, la funcién de log-verosimilitud expresada en términos de (f, &) es

- 1 n )
g(/-’/? o0 ) —nlno - %5 [U + (/J’ - IU’)QJ ) (230)

de donde obtenemos que

62 =%+ (i —p)’. (2.31)
La verosimilitud dirigida y la estadistica u son
A2
= v/nsgn (fi — /J) —< v u= \/_— (2.32)
o 0’#

Por medio de (2.31) y (2.32) llegamos a que
| | u(r) = vnsgn(r)e =m"4/1 - e~
y entonces
r"(r)=r+1iln <\/_]r] lemmy /1 — e
La expansién de u (r) alrededor de r = 0 es
T )
de aqui se ve que t3=0yquebd= %, entonces
™ (r) = (1 -2)r+ O(n"2) .

De (2.32) obtenemos que el intervalo de verosimilitud, con nivel de verosimilitud ¢ ests dado

por
p=px\/1—er% =i +51/1— c2/n (2.33)
Tomando en cuenta que & -.a — (s — 1)*, se obtiene que los i que satisfacen (2.33) son

h=pté,1-e =" =p+6,\/1- c2n.
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Tabla 2.6. Niveles de verosimilitud calibrados para la media de la normal (ec. 2.10).

n=2 n=2>5 n =10
l1-allc(e,2) | pce | c(a,5) | pee |c(a,2) | pee
99 .002 972 | .012 988 | .022 .989
.95 027 .895 | .079 943 | .109 | .948
.9 078 820 | .167 890 | .209 .898
8 212 | 695 | .338 786 | .387 797
.75 .286 641 | 417 735 | .466 746
5 .650 403 | .740 486 | .769 496
.25 908  |.196 | .935 .242 | .943 .248

pce = probabilidad de cobertura exacta

La Tabla 2.6. contiene los valores del nivel de verosimilitud calibrado para{ distintas
probabilidades de cobertura. Observe que a partir de n. = 5 las probabilidad de cobertura
verdaderas son muy cercanas a la nominal.

Las probabilidades exactas se calcularon con

p (fpul62) = \/—rf (jT_L)_) éy (1 - (_ﬁ%) 2)

Asf la probabilidad de cobertura del intervalo de verosimilitud con nivel de verosimilitud c

wof3
|
jw

€s

Pr(Ry(¥) 2 ld?) = Pr(p—6uv/1= @ < i< pt 2,/ 1= 752)
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de donde obtenemos que Pr (R, (¢) > ¢|62) = Pr(R, (¥) > ¢), no depende de y ni de G-

Caso 2. Pardmetro de interés i = 1 + so2.

La distribucién log-normal tiene muchas aplicaciones en relacién con variables aleatorias.

positivas y uno de los problemas mas comunes es estimar la- media de dicha distribucién.
Debido a que si Z tiene distribucién log-normal se cumple que Y = log Z tiene distribucién
normal N (u, 0?) , para estimar la media de la distribucién log-normal es m4s simple trabajar

con la distribucién normal. Dado que EZ = Ee¥, evaluando esta esperanza obtenemos que
q p q

logEe¥ =y + %02.

En esta seccién obtenemos intervalos de verosimilitud perfil para el pardmetro 1 = u—f—%oz
y calcular la probabilidad de cobertura de ellos. Inferencia para el pardmetro la media de la
distribucién log-normal por método exacto se encuentra en Land (1971, 1972), por métodos
de drdenes mayores en Jensen (1986a) y DiCiccio (1993). Un problema relacionado donde
se hace inferencia sobre @b = p+bo+ %ca:’ en el modelo de localizacién' escala se encuentra

en Barndorff-Nielsen & Cox (1994, pags. 204-205).

Consideremos la reparametrizacién Y =pu+ 502. Entonces por invariancia de la funcién
de verosimilitud tenemos que 1} = [+ %&2 y de (2.30) obtenemos que la funcién de log-

verosimilitud en términos de 1) y & es

£ (%x;{b,fc) =-nlnx - 5% [&2 + (zb —Y— 357+ %xz) 2J : (2.34)

El estimador de méxima verosimilitud de ¢2 restringido a 1) es

R 2
532_2+2\/1+&2+(¢—¢—%5’2)- - (2.35)

Y
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Si fijamos &, & debe cumplir

5% =2~ 2 — 24 24/26 — 20 + (14 162)° (2.36)
En virtud de que la log-verosimilitud (2.34) se puede reescribir como
T A n ~212 2 (7 142 14
E(zb,a,w,a) = —nlna—égi [(1+%0’w) -1+c (7,/1—10_—;50 ) + 40 ] ,
se tiene que la log-verosimilitud perfil se reduce a
o n /s | A A
b (Y) = —nlngy — 3 (zb — Y+ %Ji - 15"+ 1> : - (2.37)
Las derivadas necesarias péra obtener la informacién de Fisher son

£¢¢=—%, by = —— {§a4—a2+3(1+§&3)2—3}, £¢X=—% (2¢—2{b+a2).

o4
Cuando o = &, se cumple lo siguiente _ ' E
PR A 2 1.
bog (,801,5) = —=3 (1+363), (2.38)
Y
¥
5 n - no . n 2n?
byp=—=g3, bix==-%, loo=223-n=> j="o
WJ 52 ¥x 5 oo 52 J Py

de (2.34) obtenemos que
by = _%Uga;ﬁﬂ R 3né, bog = P (1Z Y- %&2>

2no ~
eg;&=—n—3{(¢-¢+1+§&2).
I .

Aplicando la férmula & = —/_-071 obtenemos que

oy oo

. -9 —15”

7= 0 1.2)’
6<¢—¢+1+§&)

(]




WW" B

Capitulo 2. Calibracién de intérvalos de verosi;nilitud

el mismo resultado se obtiene si se deriva, (2.36) con respecto a [b

De los célculos anteriores encontramos que.

2A
S - n%6 n-
’2,9_5;9 | T 5lon
o0n? /.
= w(iﬁ—’éﬁ)
O'Uw

Dado que 7 = 2n2?/6*, se tiene que Jooj = 4” (1 + ) y asi

o(3 )
u=A—
524/1+ 452

En Barndo;ff—Nielsen & Cox (1994) se calcula u para o = y + bo + sco?.

Aprozimacion del intervalo de verosimilitud

46

(2.39)

En lo siguiente presentamos las expansiones alrededor de ¢ con el fin de llegar a una expresién

para los intervalos de verosimilitud perfil para la media de la log-normal ) = 1 +

Usando el hecho de que (¢, Gop; 0, ) =4y (2/1, Oy; W, 0) = nXy, [w -+ 4 3 (X¢

obtenemos que

y ; 1 y 262 y
h=0lb=-nr—r G=sn—20 %3 7 _ 4o,

L — 8n 36° +65* — 4
5*(2+6%)’ 5 (2 +67)

5 (2+46%)°

donde ¢, = aw“e

o’ . Asi en vista de que r2 = 2 (2 - Z) llegamos a

2 = 25243 g G5~
= ngry (8- 0) + "R ey (¢ ¥) HanfEst (-v)
Aplicando raiz cuadrada tenemos

7 =i (1) i (0 o) s )

o2

- X

)
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Usando las expresiones para la inversa de la Seccién A.1.4 se obtiene que los extremos del

intervalo de verosimilitud son

- 2t 1 5%2(26%43) 4 5 5(1355+666%+36+9062) 5
v=v= _%T_g_- <2+&2 )T :}:36\7{;/2 ( (2-1-&2)5/2 ™+

Obtencion del factor de Bartlett

Expansi6n de r alrededor de v

765 +186% +7252 436
l ) P 9/w2 (w w)
55 (2+93)

1, _ z %
Por medio de técnicas de inversién de series (ver Seccién A.1.4) la solucién de r (gb, zZ) =,
con respecto a {b, es
V26, (65 ~186% —7262 ~36) 3

b— = 105, M0, 18y
v-v= V20, TR T T ey T (240)

En este ejemplo es mds simple expandir la estadistica u alrededor de ¢ directamente de la

expresién (2.39). Para esto necesitamos la expansién de j“(, dado en (2.36), alrededor de .

Asi, pues

. ; . S+83+2%5 /5 \? 1 —16+1283+45i 415 /A 3
A=t gt (P-0) AT (o) ¢ TR ()t

%y (%5+2)

(2.41)

Después de algunas manipulaciones entre (2.40) y (2.41) llegamos a la siguiente expansién

de la estadistica u

562 +6 2 1765, 2454 ~25262 216
u=7.+1\/_¢__¢___3ﬁr+316 ¥ Y ¥ T,3+ .
va(2+53) n(2+03)"

con ayuda de la férmula para el reciproco de series de la Seccién A.3 obtenemos

——1——\/_O'¢

52 +6 1168 +4852 +10852 +72
W 3/27‘+ 1 ¥ ¥ W 7n2

2 i) - (2.42)
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finalmente se, llega a que

562 +6 126542168 +7262 454
ﬁ( (24—&3)T 9 n(2+62)°

r* =r+%\/§5¢

T+

De (2.42) se desprende que el factor de Bartlett en este caso es

6 (2+ 52)°

b(,G4n) =b(6y,n) =

el cual tiene un minimo en &3} = 4/3, un méximo local &1,21; = 0 y un méximo global en

~2
U¢—OO.

Dado que b(6y,n) depende de Y s6lo a través de &y y para un valor fijo de Y, &4 puede

- variar desde 0 a co, podemos considerar a &y independiente de v y minimizar el factor de

Bartlett con respecto a Gy, asi obtendremos que la probabilidad de cobertura del intervalo
de verosimilitud es mfnima y marginal. De este modo, con ayuda del factor de Bartlett
podemos obtener dos tlpos de probabilidades: si ﬁjamos a 0y en por ejemplo Oy = G,
tenemos probabilidad de cobertura cond1c1onal Si minimizamos b(w,, n) con respecto a
Gy, obtenemos probabilidad de cobertura minima marginal. La Tabla 2.7. muestra que el
maximo global de b, con respecto a ¥, se alcanza suavemente en co. La Tabla 2.8. muestra,
los niveles de verosimilitud calibrados para 0y = 30. Entonces podemos considerar a las

probabilidades exactas presentadas en la Tabla, 2.8 como probabilidad de cobertura minima,

marginal.

Las probabilidades de cobertura exacta se obtuvieron mediante la densidad condicional

de ¢ dado 62 + (i — ¥)?, la cual es proporcional a

@ PY—14+/14+2¢— 2¢+T¢)% ! g,/1+2¢ 2¢+T¢

V1+20—29+T,

p (_{b;iﬁlTw)

-

Capitulo 2. Calibracién de intervalos de verosimilitud

doﬁde Ty =62+ (b~ VP, =Ty +v <9< 5 + 3Ty + %. Para un valor &, se cumple

-~

Tabla 2.7. Evaluaciones del factor de Bartlett para distintos valores de &.

6y 0 [1/2 12/V/3=115]|5 10 30 | 100 | oo
. . .83 1.833 | 11 __ 1.83333
bBy,m) | & | M4 | Zo - am | Lrme | Lawr ) LS ) Lsw |0 Lsm

Tabla 2.8. Probabilidades de cobertura de los intervalo de verosimilitud perfil

para la media de la log-normal, condicionadas a 6, = 30.

Gy =30 || n=2 n=>5 n =10 n =15

l-a c(c,.916) | pce | c(a, .367) pce | c(a,.183) | pce | c(e,.122) | pce
.99 .00086 **1.0096 .966 | .019 988 | .024 .989
.95 017 .503 | .068 934 | .101 948 | .115 .949
9 .056 595 | .15 885 ] .199 897 .218 .899
.8 174 627 | .317 784 | .376 796 | .397 .798
) .245 .603 | .396 734 | 455 746 | 475 .748
5 .616 399 | 727 485 | .763 496 | 774 498
25 .898 192 | 1931 242 | 941 248 | 944 .25

p‘ce = probabilidad de cobertura exacta

2.5.2 El modelo Gausiana inversa

La densidad de la distribucién Gausiana inversa estd dada por

VeV ¥ s

T 2e

v 2 v

_%(Ay_1+wy)7 y? ’(/}7 A > 0'
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Caso 1. Pardmetro de interés ¢ y A\ desconocido.

Sean § = 23"y, 7 =13y, entonces la funcién de log-verosimilitud para una muestra

de tamano n es

n n., . n  _

Las ecuaciones de donde se obtienen ¢ y A son

1 n 1n"
\/_ 2 y?

entonces

de donde obtenemos que

'{b:g—l(gg'—l)_l7 /A\:g(gg_l)_l7 y_ R g: T+)‘

De lo anterior el estimador relativo de A estd dado por

~

=4 —Vo+ |v+4 %4—?\,_1 :

si Ay se fija, se debe tener que

.1
A= 5 (¢+2A+\/w +4PA ), (2.43)

dondeA~%< X;1/2+\/1Z)2—§¢=\/%+§;g.
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La funcién de log-verosimilitud en términos de 721 ;\ queda como

. | R |
¢ (w, A;’;ﬁ, /\> =2 log/\ + /N - n— \/i — n% \/; (2.44)

£(B3,33) =2 (1ni-1).

Las cantidades necesarias para obtener la informacién de Fisher son

v =JUTVANE G =1 (2'*' VA ) Jox =Jw=-3 N, (245)

de donde

i=% N2,

Tabla 2.9. Soluciones con respecto a {ZJ der (zﬁ; 121) =19, n=7, %, =1
r (vid) =196

" 1 1 2 5 10

Raices | .0072,1.496 | .178,6.486 | .427,11.115 1.291,23.895’ 2.885,44.035

b 191 125 114 .1088 .1089

y por (1.17) la estadistica u es

Uy =

SIS

o /aa\—3/4
S (98)
;. \1/2 (@b—?ﬁ)-
2+ (why)
En este ejemplo es mds simple resolver numéricamente la relacién r (w; 1}) =1y y evaluar

directamente (2.2) que calcular exactamente el factor de Bartlett. La Tabla 2.9. contiene las
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rajces de r (z/); QL) = 1.96, con respecto a 9, se eligi6 arbitrariamente ro = 1.96, dado que b*

de (2.13) depende levemente del valor To que se use para resolver la ecuacién r (¢; @) =Typ.

La Tabla 2.10 Presenta valores de los niveles de verosimilitud calibrados con b* para distintos

valores de la probabilidad de cobertura. Observe que la aproximacién numérica del factor de

Bartlett dada en (2.13) trabaja bien. Las probabilidades de cobertura exacta se obtuvieron

de (2.46).

Tabla 2.10. Niveles de verosimilitud calibrados con la aproximacion del factor de. Bartlett

dada en (2.13).

n=7

l-a| c(a,.125) | pce

.99 .015 9897 N
95 | .088 948

9 a8 |.896

8 354 794

75 | 433 | 744

) .650 .493

.25 908 .246
pce = Prob. de cob. exc.

Densidad de 9|},

Dado qﬁe la férmula p* para la densidad de (zZ, :\) es exacta en este caso tenemos que
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De bn = —13% 2+ V8N, fy =15 (2 + \/zzx) y de &= = —Li f} se tiene que

De donde se tiene que

A A 2+ ¢;\¢ n n :\
P2 2.46
p (¢7¢]/\¢> X %n-% €Xp 2'11} w ( ) ’

Donde A = A (121, Y; ;\¢) estd dado en (2.43).

Ezpansion alrededor de @

Para calcular los extremos de un intervalo de verosimilitud a un nivel especificado necesitamos

obtener la expansién de r alrededor de 7.
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Las derivadas con respecto a ¢ v A de la verosimilitud ¢ (¥, ) dada en (2.44), son

) A 1 R 3 5 1
by = 0, Lyy = — — nA, fwd,w = \/XTL &ZJW//@ == 57/2 \/—TZ,
a4/ D5 8" 16y
) 1 ;o_ 1 o 5. =
lyn = =" by = ——==, lpa= =30 i =-—=—=rn
NG 81/HA A 164/9A A 8/ YA
<3/2

~ n ‘ ~
EW/J/\/\ = ——, Ew.(/ﬂj,,\ = “A——QTL, /\¢,l = ,
164/ D3 A 164/ D30 N lymi <\/{M+2> \/;

52 ;\ B 9 é 3/2 ﬁ;\ ’(,b)\‘f‘Q\/Z\/)T\‘*‘Z ~3/2
'a—wg‘ (4 i = —"<_\/;——3 ’{b ’ 8¢3 ¢
- * zp/\+2>

As{, de las expresiones de la Seccién A.3 tenemos que las derivadas con respecto a Y de

la log-verosimilitud perfil £, (1)) = ¢ (¢, ;\w) son

a _n:\ 1

\/— /\'L/)+3\/_+3
Y dppppy =n o g
¥ <\/J+ 2)

y siw; = 4/9A y wy = \/;\/{b = 5\/w1 = ws, w3 = wy + 2 se obtiene que

wh 3wl 15
(12+w1w3 +wi) + —= (16 + dwj +3w$) — .
16 ¢w1w3 16¢

3

Con las expresiones anteriores se obtiene la expansioén de la verosimilitud dirigida alrede-
dor de {D, v se puede obtener una expresién aproximada de orden O(n=2) para los extremos
del intervalo de verosimilitud al nivel de verosimilitud que se desee. Los calculos pueden
hacerse siguiendo las sugerencias del apéndice.

Para encontrar los valores dé ¥ tales quer (w; 1}) = 7p es necesario expandir EAp Y fPMW

alrededor de 1. Debido a la inmanejabilidad de las expresiones no se calcularan aqui.
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Caso 2. Pardmetro de interés )\ y ¢ desconocido.

Para este caso el célculo de u es més simple si se utiliza como pardmetro de estorbo a

v = £Y;. Entonces, la funcién de log-verosimilitud de (A,) queda de la siguiente manera
Ao, ‘
L) =g+l = (5+5/7). (2.47)

~ — . 3 ~ —1
Dado que £ = =557 (—=7* — 2\y + Agy? + A7) se tiene que A, = v (§72 — 2y +4) ' v
R ' o1 _ .
por lo tanto A = 7 (g7 — 1)  ast § = 4L + X\ . Ahora de L, = ’;T’\ (—y + 7) se sigue que

=7 = g. En consecuencia la funcién de log-verosimilitud expresada en términos de (/\, q“/)

es
. A An o/
Z(A,fy,/\y) ln/\-i-n:y-——Z——( Le AT +7/7)
Las cantidades para evaluar v son: ‘5 5= %/\5\%—, by = —n/\_—zj\y—;&, by = —%/\% por lo
tanto

o1
Se puede probar que 2 (yz

se desprende que AT~ Xa_i-
La verosimilitud dirigida y la estadistica u, se pueden escribir en funcién de ¢ = A /A de

la siguiente manera:

U= \/-%—t3/2 (1

.. v e . ) . 2
Observacién. La verosimilitud de ¢ es proporcional al reciproco de una x7.,, puesto

r=+ynvV-Int+t—1:y

1.2 —n ny lnp
que R(t) =e™ 3" =t ze2te 2™

*1) ~T ("’T“l, )\/2) entonces dado que A ;1;2 (y{l -yt

)




Wuw
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La expansién de Taylor de r alrededor de t = 1 es

r=Yr (1)~ ()P L TR 1)y

)

de donde, mediante las manipulaciones algebraicas con series asintéticas que se encuentran

en el Apéndice A llegamos a

n 18n3/2

t=l=ri e+ iy | (2.48)

y por ultimo

r
—=1-_11y3,., 47 2
s ol R AT T

de la ltima expresién obtenemos que b = L.

Tabla 2.11. Niveles de verosimilitud aproximados y probabilidades de cobertura de los

intervalos de verosimilitud obtenidos con (2.47).

n =10 n =20

I-a|c(o, ) | pee | c (o, £5) | pce »
.95 .024 987 | .064 .959
5 .939 606 | 722 558

pce = probabilidad de cobertura exacta.
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La Tabla 2.11. muestra que la aproximacién con el factor de Bartlett no calibra bien. Las

probabilidades exceden al valor que se les fija. También se ve que la aproximacién O(n™1)

" es sub-precisa, lo que se muestra de la probabilidad exacta del intervalo de verosimilitud con

nivel de verosimilitud .147. En este ejemplo conviene evaluar la probabilidad de cobertura
del hecho que t = A/ \ es exactamente X%_; y usar una aproximacién més precisa de ¢ en

(2.48), como lo es la siguiente expansién

3., 2.2 N 2 4 N -3
t——l-f%r—{-?)—nr + GeezT T sz T TosonsE” +O(n )

2.5.3 El modelo gama

Consideremos una muestra aleatoria de tamano n de la distribucién gama, cuya densidad
estd dada por

A—-1_—ay

A QA
pY(y7 a, ) r (A)y € 3
donde o, A,y >0y I'(2) = [ 7 e dt.

Supongamos que el pardmetro de interés es u = A e
X A A
pY(y; lu'7 A) = ,U/\F ()\) y _16_ y/u' (2'49)

Inferencia sobre el pardmetro u ha sido discutida en Fraser, Reid & Wong (1997), Jensen
& Kristensen(1991) y Jensen (1986b). Denotemos por ¥ a la media geométrica, i.e., § =

(ITx y-)l/ " y§ =237 u; entonces la funcién de log-verosimilitud es

=] J?
L(p, Ny =nAln A —nAlnpg—nlnT'(A) +nAlng — n)\%.

Los estimadores de maxima verosimilitud se obtienen de

8¢ (1, ) I T
Ou 1% p2 T RTIEY (2:30)
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=nd (A InZ—n= P{A)=InZ : 2.51

) n ()+nnu nu+n=> () ng, (2.51)
donde ¥ (z) = In2—¥ (2) y ¥ (2) es la funcién digama, ie., ¥ (2) = £1Inl (2) =T’ (2) /T (2)

De las ecuaciones de verosimilitud (2.50) y (2.51) se sigue que

g=p, §=pe"0, (2.52)

ademss, el estimador de méxima verosimilitud, 5\ , de A relativo a un valor de pu satisface

9 (J\,,) = (A) Z 1n5- _1, (2.53)
en consecuencia para 5\¢ fijo se cuxﬁple que
19'<5\) =9 (%) - 5 + 1n§ +1 (254)

Observemos que no se requiere de ninguna estadfstica auxiliar, debido a que (ﬁ; ;\> es
minimal suficiente. Por lo tanto, la funcién de log-verosimilitud expresada en términos de

[y A, b, A queda como
£ (/.L, A; I, 5\) = nAlnA—nAlnp—nlnT () +nAln (ﬂe”ﬂ(:\)) — e
~u

= nAlnA—nInT (A) - nA (ﬂ (A) +—5——ln5 - 1) —nA

= nAlnA—nlnT (A) — nAd (X,,) —nA.

Las derivadas necesarias para evaluar r* son

() (o) emg (o))
4, =-n=(1-E), ¢ 1-25), fa=-——[(1-2),
© M( 1 e = P BA L L

f=n-— nln/,b-l-m9()\)+n{ln,u 19(/\)] n-g O =nd' (A)
2, —nxe—i)—g, 05 =— )\—1)19’(), eﬂ;ﬁ=ﬁ%,
£,5=0, eA;ﬁ=n<%—%), ta=-19 (3),
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dado que 2## = —nﬂ—:\.;, ZM =0 y iy =n (;\) se obtiene que j = —n2ﬁ:\719/ ()\) Se

necesitan las siguientes evaluaciones

A Bi=—n(3=1)# (), Gu=ni,(2-1) -2,
Z’/\:—n(/\“—l)ﬁ </\> ba=2-o, 05 =—nt (A)
de donde

=0. A(2.55)

y puesto que
imji=nd —/—\—19' (5\#) ¥ (;\> ,

llegamos a la siguiente expresién de u :

(2.56)

& (#7 /\) = /\/,U:, 211 = n:\/&2 = n["2/;\7
—1/ [ (V)]

DRPIPE fa//\ =-1/u,
Agy =n7t [T (X) - %]*1 =
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se llega a que

(2.57)

(2.58)

Aplicando la férmula para el recfproco de series (ver Seccién A.1.3) a la ecuacién (2.61)

llegamos a
ro 1 1 (1 ? (3, 1
o =1 ; n;\#r+4n;\# 3+19/ (:\#)2 +2/\;ﬂ9' (Aﬂ) 2
de donde obtenemos que.
N 1 (1 (A ) 1
(o) i) <5 (e

En particular se cumple que

lmb=0c0 y lim b=—3-.
Ap—0 i/_‘—>oo n

Observe que el factor de Bartlett converge suavemente a 2 cuando 5\# — 00. Ademds
para A, > 1 el factor de Bartlett varfa poco. De donde las probabilidad de cobertura

condicionadas a un valor fijo de Au son muy precisas y se puede obtener el minimo de la

probabilidad de cobertura para ;\ﬂ >1.
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Tabla 2.12. Evaluaciones del factor de Bartlett, modelo gama.

Au | 0001 }.001 |.01 1 1 5 10 20
b | 16674 | 167.41792 | 17.420 | 2.307 | 14669 | 1.4976 | 1.4904 | 1.4998

Obtencion del factor de Bartlett.

Las operaciones presentadas a continuacién son ttiles para evaluar r* en funcién de 7, una
expresién del factor de Bartlett o para encontrar los it tales que r (u; ) = rg. Con este fin
es necesario expandir alrededor de y las cantidades 7 y u.

Gracias a que 4,5 = 0 se tiene que ;\/ﬁl =0y dela Seccién A.1.4. vemos que no es
p=p
necesario calcular Azs.

De (2.54) se obtiene que

()Nt d () = = 50 L/

=——[# (Aﬂﬂ_l. (2.59)

P=p p?

Expandiendo alrededor de y los coeficientes que acompailan las potencias de L—penla

ecuacién (2.62) y después de muchas manipulaciones llegamos a que

. ~ ’ A -1
5 5 3 1 24— (3,)

2 TTRNIN 2 TTRVIN 3 ~ 4

r —np(u—u) *gnﬁg(u—#) +qn T (B—=p)"+--

~Aplicando rafz (Seccién A.1.2) a la expresién anterior sigue que

~ ~ -1
1 /= 1 [ o, 1 125 -9 (3,) 1

= —/nd, (B — p) — =—1/n}, (4 — .
r=2 nAu (& — p) 32 nAu (&~ p) u 3 3, 8.2

Mediante la inversa de la Seccién A.1.4 se obtiene que

’ - 1 1 . ! :
fo—p=—e r+—Lr2+—<2A#+90’(A#) >—“——r3+--- (2.60)

Jnd,  3nh T2 S2y/nd,

+=y/nk | 2 — = | (- +-




Wﬂ!"‘
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De (2.60) se obtienen los extremos del intervalo de valores para /i que cumplen r (s 0) =7
de aqui ya se puede evaluar T () =1 (p, p (1) .
Para encontrar el factor de Bartlett se requiere de expandir u alrededor de .

Expandiendo alrededor de y la estadfstica v dada en (2.58) y utilizando (2.60) llegamos

a que

uUu=r+

, 1 < 1 p . 1
; —=7" ———— | =+ B‘C+—/—R 7"3+"' 2.61
34/nA, dnA, 9 27, ( )

donde B = (X#) Tyo=v (X#) .

Obtencion del intervalo de verosimilitud

Con el fin de dar los extremos del intervalo de verosimilitud es necesario expandir la verosi-

militud dirigida alrededor de .

En virtud de que l?#,\ = 0 los célculos para expandir alrededor de i la funcién de log-
verosimilitud perfil se reducen considerablemente (ver Seccién A.3). En particular no se

necesita Ay y las primeras tres derivadas de la log-verosimilitud perfil evaluadas en w=p

se reducen a

~

bpju = £, =0, bojpp = ups Cofupn = gu#u-

De la relacién (2.53), al derivar con respecto a u se tiene

¥ (5\#) 5\#/# = —NEZ-‘-}-% ﬁ‘:\#/p i =0.
N (Xu) N+ (3) J = 2% — :2 e W (/\) -

Capitulo 2. Calibracién de intervalos de verosimilitud 63

Haciendo célculos se tiene

A 18 « - 4 . 1 < - ) 1
Z#P'## = —;—4n/\, E### = FTL/\, E,up. = —ETL)\, é/»t/\ = O, Z,uu/\ = —;:FTL.
De la Seccién A.3 y del hecho que 5\#/# =0y ép,\ = 0 se desprende que
p=p
. . . 18 - 1 A\~
Lofuppp = Luppn + 3LupdApypn = _En/\ - 3”;219/ (/\> -

Asi, pues la verosimilitud perfil expandida alrededor de j; est4 dada por

S o1 o 5, 14 o s 1/6 - 1,A—1>A .
b=0——=nA(i- ——=nA (i — —=|=nA+n=9 (A —u)=,
M B m) " (B=p) -3 <ﬁ4n P () (B = w)
de donde la expansién de 72 es igual a
O A 4 X nf X
2 _ N =l N2 EA 3 AL A4
rt=2(-0) =nsz (=) +ngz (- +4<6#4+ﬂ45>(u W

(2.62)

de la férmula para la rafz de series de la Seccién A.1.2. llegamos a la siguiente expansién de

la verosimilitud dirigida

A : < - -1
— (ﬂ—ﬂ)2+—\é—@—A<38)\+919'()\) )(ﬂ_ﬂ)3+...7
Z 7208V A

invirtiendo la serie (ver Seccién A.1.4) tenemos

2 1 A ! |
fmp= ey 22y —“—(26A—919'(A) )r3+---

na k723557

I
|

|
&
+
Wl N

2.5.4 Regresién exponencial

Sea y = (y1,...,%n)” una muestra de v.a.i..d., tal que y; = Ae ¥3w; y p(w;) = e, Los

valores de z; son valores conocidos que satisfacen Y. | z; = 0. La funcién de log-verosimilitud




M P o
e , ‘
i
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' es de donde se desprende que
;]“ . n ) . — 1 y —_ /\) . 266 i
I £, N y) = —nln X — A7 S ge¥s ' _ r = V2nsign (zb zb) log ()\w/ (2.66) |
| =1 | ] |
| En este caso, la estadistica auxiliar es _ En virtud de que 4y (9> =45 (9> = 0 se siguen las siguientes relaciones
}“}‘ A A . ' ‘ ]
b a; =logy; —log A+ ¢z, i =1,...,n. | Ay (0,a,z2) Zez—n y Al 0,a,z2) Zzz =
;3 ‘i‘ =1 1‘
1:;“ Sea Los célculos necesarios para obtener r* son. ‘
i ‘ . : |
Mi‘: ] S . | )\ R _ N i
1 | % (t,a,z2) sz Tk >0, ~(2.63) | by = —Th (d} -v,aq, z> , b=nA" (/\w - /\) : ;
3 ' < n i
A T A VR |
en particular, los primeros tres valores de (2.63) cumplen que Ao (0,a,2) =n, 4;(0,a,2) = byy = X Z e H=d)m o Jww = A2(0,a,2), ‘HH
I
. R s !
0 vy A20,a,2) >0. | | | by = —nA~d <2>\¢ - )\) = 7w =nA iy
N La funcién de log-verosimilitud, expresada en términos de ¥, ), a, est4 dada por ' . A ) . . B
g byn = by ==2A"Ly = Jyr =Dy =02 Jp = Juy
R 1 (¢,)\;{b,;\,a> = —nlog\ — /\‘1;\A0 ({b -, a, z) . g;ﬁ: = —ly,= sz _ _gw, gl\u:/) =y = ,\—1€¢7
‘BM . 1 -1 _2"—1”
F ‘ Las derivadas de la log-verosimilitud con respecto a 1 y A son ‘ 5 = —nATIAA =/ XA = MATA Ay,
il . ' _
M A / LIRS / de donde se llega a que
4 b= (D =ta.2), b= =3+ X" (-v,a,2), e donde se llega a g |
Uy | ' . - a2 . T=1a-1 "
| asi, pues | 5= n/\ 2 Z 2%, Da=-nk,, b&u=-nl G5 =ni, A . :
‘1‘;1‘\“ ’
o N A . - - |
ﬂ‘;!:‘;i | Ay = ;AO (7’0 —¥,q, Z) ' (2.64) En este modelo se cumple que C = 1, puesto que 4y = Ei; ;- Entonces i

|
y La funcién de log-verosimilitud se puede reescribir como u = U= Jp ~1/ 2€p o (W) |

‘ { (¢_, A; 22, 5\, a), — ;nlog/\ -~ n/\—15\¢‘, v | (2.65) A ({p -, a, z)

= nA;"*(0,q, z) (2.67)

Ao (zz—¢,a,z)

-1/2 N

g | _ o = <Z ze at) _Zze o | (2.68)
i | £ (%) = ~nloghy —n | - '

WH €n consecuencia
i
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N | A _1 - —0.68222625 |
r La verosimilitud dirigida (2.66) y la estadistica u (2.68) dependen de A\ a través del a = (0-38100442,0.64534847, ~1.95173833, ~0.01821946, —0.68 ) |

rf ' cociente ;\1/, /A, el cual no depende de A. De donde tenemos que la distribucién de r y 7* eg n=06

: A . . ‘ - 2 8,0.40496578

A independiente de \. Ademss u y 7 dependen v y 9 a través de t = ¥ — 1, por lo que en este Z= (0'12,623859’ ~0-04544833, ~0.64130889, ~0.09866623, 0.2542190 )

| /’ > ) _ . ~2.4896246

‘} ejemplo con pardmetros de estorbo r* es funcién uno-a-uno de r, para los valores fijos de g o = (—2.8546947,0.4774899, —0.4437598, 0.2925090, 0 8180419’ )

y 2.
: : Expansiones de r y u
M,

ki La Tabla 2.13 muestra los niveles de verosimilitud calibrados con (2.10). Para este ejemplo

‘ iante 1 nsiones de Ag (7 — Uv,a,2) y Ap {p — 1, a,z) alrededor de {b = 1) obten-
- Sesupuso i = A = 5 y las probabilidades de cobertura, exactas se calcularon de Mediante las expan 0 <¢ ) ( )

emos las éxpansiones de la verosimilitud dirigida y la estadistica wu.

p (121 - ¢)a> =Z(a, z2) [Z eaﬁ@‘lﬁ)z‘] , ' En virtud de que : | ;}
i=1 ‘ n |
: o* N k kai—tzi+pz; _ k b —
. -n . . - = (=1 ZFeiTtE =(=1)"Ag (Y —,a,z |
donde ¢ (a, z) = ffzo [Z:}:l eai+(¢—¢)zi} . a{ﬁk Ao (w ¥, a, Z) (=1) ; ( ( ) ‘w
se llega a que ' - ‘
Tabla 2.13. Niveles de verosimilitud calibrados. ‘ . 2 N 3 - 4 |
| b =n+34y (V=9) — 34 (¥ —0) +5A(d-v) +---, ;
n | c(.95,a) | pce Ao (’90 v, Z) nt 3 (¢ ¢) 5 (¢ ) * ( )
1094708 | 0.9513 - dado que Ag (0,a,2) = n. )
4| .1305851 | 0.9505 - | La verosimilitud dirigida se expresa como | 1
o

5 | .1253001 | 0.9504 R (w _w) \/2 log <%A° (w——dz,a, z)) |

6 | 1343893 | 0.9502 |
, s log (1 =1z — 122 + ... sesigue que

pce = Prob. de cob. exc. Utilizando el resultado de que log (1 + z) 3 4
A 2 X 3 .
: log (%Ao (z}—zb,a,z)) = In (1-{—%142 (lb—w) — &= As <¢"¢) + 51544 (¢—¢) +> o
;r‘f“j‘ n=3: z= (-0.6325715, —0.2153551, 0.8479266) 5 3 . . 2) (A 1/))4 ”
[K . e — 1 "— ——l"A A_ +——A_TA w_ _§_..., |
b a = (0.17224929, —0.30344866, 0.07116489) , _ 242 (1/’ ¢> I (‘” ”’”) (7 As — 52 |

" n=4: z=(-0.71089948, —0.08897221, —0.10864187, 0.90851356) usando las expresiones para la rafz de series de la Seccién A.1.2 llegamos a que |

a = (-0.3627202, —1.5351118, 0.8125926, —0.1802709)

5 [~ A; /- 2 1 7 T |
‘?“F; r= A;/Z (¢ _ ¢) - '613 ,_Ei_ (w —_ w) ~ T 3n (Agn —3AAm + QAZ) (Zb - @[}) + ) :
! n=93: z= (0.86492108, —0.68463955, —0.08212786, 0.21093973, —0.30909340) VA 2nd,
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aplicando la inversa de series obtenemos que

2 143 2 1 _
V—y= A7 4 1 +— Al (543 — 34244 +9n7143) 3 +

6A2

68

(2.69)

Para expandir u alrededor de Y= Y se requiere expandir A, (12} -, a, z) . Observando

que

o 5 =
S (b= v,0,2) = (-2)* 2 AT = (1) A (D~ a,2),

obtenemos que

A (z}—zb,a,z) = —A2 ({ﬁ—?ﬁ) +%A3 (@7)—?)2—%‘14 <¢—¢)3+2—14'x45 ({b _'¢>4+

Mediante la expresién para el cociente de series (Seccién A.1.1) tenemos que

A (D-vaz) L
e b G ¥ +55 (0-v)'-

Asi, de la ecuacién (2.67) se deduce que

u= ‘—A;/2 (12 - ¢> Al/2 (1/1 ’gb)

substituyendo por —u tenemos

u=AaY? ({b ~ ¢> Al/z (¢ 111) ;1/2 (An —343) (@/2 - w) "+

Luego substituyendo (2.69) en (2.70) tenemos que

;1/2 (A4n 3A2) ({b - 1/1)3 +

= 3A§/27" + 72A§n (—7A3n +94,A4n — 27A2) ro 4.
y por lo tanto
r —1 1 Ag 1 9 : :
T 357 544%n (—5A3n + 34,44m — 9A3) r? +
2

(A4n 3A2) (z/) - zp) ’ +

 (2.70)

Capitulo 2. Calibracién de intervalos de verosimilitud 69

2.5.5 Distribucién sobre una esfera

La densidad de la distribucién de Fisher estd dada por

p(z,y;0,6,k) = Senh s &P (% {cosf cosy +sinfsiny cos (z — ¢)}]siny, (2.71)

donde 0 <z <2m 0<y<m 0<¢<2m 0<0 <7, x>0, ver Mardia (1972, Sec. 8.5.4)

y Fisher (1953). En la Seccién 2.5.5.1 se muestra en general que (2.71) integra 1.

Para una muestra (z1,%1), ..., (Zn, ¥n) de n observaciones sobre la esfera la funcién de

log-verosimilitud es
£(6,0,k) =nlnk — nlnsmh/-c + Kk cosd Z cosy; + ksin b Z siny; cos (z; — @),
. =1 i=1

los estimadores de médxima verosimilitud son

n Y siny; sin x; R
Z cosy;, ¢ = arctan (__y___) y cothk —

cosf =
2isiny; cos z;

Fof

Sl

donde R? = (37, cosy;)® + (Z;l sin y; cos <:c, — &S))Z .

Después de algunas manipulaciones obtenemos la expresién de la funcién de verosimilitud

en términos de 8, ¢ y & es

14 (9, o, n;@,&ﬁ, /%) =nlnk —ninsinhx +nk (COthliﬁ: - %) (cos@cos@+sin9sinécos ((Ab -~ ¢>> .

(2.72)

Los estimadores de méxima verosimilitud relativos son

tan GM = tan 9¢ = tan ( ) CcoS (gb ¢>) 9%0,.*: = {b,‘

1 R
Cothlﬁ?9¢——— = ;‘

Foe (cos@cos@-{—sin&sin@cos (g%—qﬁ))
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Consideraremos a # como el pardmetro de ihterés,_ ¢ el de estorbo y k conocida. Asf lg
funcién de verosimilitud (2.72) se reduce a
14 (9, é: 0, &5) = kR (00860089 + sin@sinf cos (& - ¢>) ,
en virtud de que &59 = la funcién de log-verosimilitud perfil de  se expresa por
4y <9; 9, g%) =/ <9,§59;9, g%) =/ (9, &S;@,{b) = kR cos (9 — 0) .

La verosimilitud dirigida se expresa como

r =V2xkRsgn (9—9) \/l—cos (@—9). | (2.73)

Para este modelo se tiene una expresién simple de los intervalos de verosimilitud, a saber

~ 7'2
§ — 0 = arccos <1 - m) . (2.74)

Puesto que 0 < 6 < 7 los extremos del intervalo de verosimilitud son

A 2 A 2
0,0 — 1—— i -
max ( arccos ( 2KR>> , min <7r, @ + arccos (1 2/$R)> .

Las cantidades necesarias para obtener la estadistica u de (1.18) son

Qw:wm%%wyﬂz&a¢a=_mmm@_@,mmm oo [0
sin g
la funcio’n C (¢) siempre es positiva, ya que 0 < 6, < 7. Asf, pues
. 9 ." N ] ]
U= S—Tn—:\/ kR sin (0 - 9) . (2.75)
sin 8 ‘

Para este modelo podemos expresar « en término de r de manera exacta. Simplemente

se debe substituir 0 de (2.74) en (2.75).
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De manera sencilla se llega a

%:% %\/1—1%05(9—9),

sin

donde sgn <t§ - 9) desaparece porque se usé la igualdad sin (z) - sgn (z) v/1 — cos? z, para
—n <z
La expansién de T alrededor de ¢, se obtiene después de muchos célculos, y es
u .

r_1+1cot9r 1 1 7‘2—}-—1— cot @ 2-COS2QT3+
N 2VkR  8sin’6kR 16(&]:3)3.’/2 sin? 6 T

de donde obtenemos que el factor de Bartlett es

1

1
b(6,xR) = " 4sin’OkR’

el cual tiene un maximo en 9 = g y explotaa —occenf =0yl =m.

" En este ejemplo la aproximacién del factor de Bartlett es no acotada, sin embargo pode-
mos evaluar analiticamente la probabilidad de qobertura minima, con ayuda de las férmulas
de la segéién 2.5.5.2. La aproximacién de la,proi)abilidad, de cobertura para 8 = § es precisa
con cualquiera de las ecuaciones que se utilicen para aproximarla (ecuaciones 2.3, 3.40, 2.4

y 3.36). -

Tenemos tres minimos locales de la probabilidad de cobertura de los intervalos de vero-
similitud. Los tres minimos se alcanzan en § = 0, %, . El valor numeérico de la probabilidad
de cobertura en § = 7 se calcula numéricamente mediante la ecuacién (2.77). Para § =06

6 = m se calcula analfticamente mediante (2.77) y en este caso obtenemos que

1 si 0<c<e*E

Pr (Rp Z C) — ’ 1—¢c . : (276)

T—r e R << 1.
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- Dado que 1—e728% ¢s muy cercano a, 1 para kR >2el resultado expresado en la ecﬁacién
(2.76) es similar al que se obtiene en el caso de variables aleatorias uniformes en (0, §) donde
Pr(R(6) > c) = 1 — c. Las relaciones (2.76) y (2.73) dependen de x y R s6lo a través del
producto kR, por lo que en los ejemplos numéricos que daremos sélo especificaremos ¢]
producto kR. | |

La Figur_a 2.3 muestra la precisién obtenida con 7* al medir la probébilidad de cobertura
del intervalo conl nivel de verosimilitud .147 y kxR = 7, lo mismo se ve en la Figura 2.4

donde x = 35.092, R = 8.77203 y xR = 307.83, lo cual se obtiene dé los datos de los nueve
especimenes de Fisher (1953).

Nivel de verosimilitud: .147, kR=7
Probabilidad de cobertura minima exacta .956
Probabilidad de cobertura minima aproximada: .955

~— Prob. exacta
—— Aproximacién r*

0.986 ¢
0.965
0.964
0.963 1
0.962
0.961
0.960
0.959 |
0.958
0.957
0.956

0958 i e
0.954 L . )

0.761 1.011 1.261 1.511 1.761 2.011 2.261

Probabilidad de cobertura

Figura 2.3. Probabilidades de cobertura exacta ¥ aproximada del intervalo de
verosimilitud con nivel de verosimilitud .147 y &R =17. Linea continua: probabilidad

exacta. Linea punteada: probabilidad de coberturs, aproximada con r*.
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Nueve especimenes, Fisher(1953): nivel de verosimilitud .147
R=8.77203 y kapa = 35.092

0.962 — Prob. exacta
0.961 ~—= Aproximacidn r*

0.960
0.959
0.958 ff
0.957
0.956
0.955
0.954 |}
0.953
0.952
0.951"
0.950

0.949
0.116 0.366 0.616 0.866 1.116 1.366 1.616 1.866 2.116 2.366 2.616 2.868

0

Probabilidad de cobertura

~

Figura 2.4. Probabilidades de cobertura exacta 'y aproximada del intervalo de verosi-

militud con nivel de verosimilitud .147 y x = 35R = 307.8. Linea continua: probabilidad

exacta. Linea punfeada: probabilidad de cobertura aproximada con 7*.
La Figura 2.5 muestra los valores de la probabilidad de cobertura éxacta de intervalos con
nivel de verosimilitud .147. Se utiliza la férmula (2.77) con los valores de x més plausibles

de acuerdo con los datos de los nueve especimenes en Fisher (1953).




-
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Nueve especimenes, Fisher (1953): R=8.77203
Probabilidades de cobertura minima .853 y .8501
0.97

0.88

0.95
0.94
0.93

0.92
0.91
0.90
0.89

0.88 :
—— kapa=15.934

0.87 — kapa=35.092
~—— kapa=65.587

Probabilidad de cobertura verdadera

0.86

0.85
-0.05 0.20 045 070 095 1.20 1.45 1.70 1.85 2.20 2.45 2.70 2.95

0

Figura 2.5. Probabilidades de cobertura exacta del intervalo de verosimilitud con nivel
de verosimilitud .147 y k evaluada en los extremos del intervalo}de verosimilitud .147 para

K.

2.5.5.1 La constante de integracién de la distribucién de Fisher

foﬂ- 027rp ('1:7 Y 0} ¢7 K/) dl'dy =

= 5= o J&T exp [k {cos 6 cosy + sin B siny cos (z — ¢)}]siny dz dy

= s Jo <f021r exp [ksinfsiny cos (z — @)] d:c) exp [k cos 8 cos y] siny dy
= ———2 = [o To(ksinfsiny) exp [k cos 6 cos ] siny dy

= %Ex,;x_n f_ll Io [/ﬂ? (siné’) V1 —¢2 en(cosO)t dt

o 2 sinh( £2 cos? 9+k2 sin? ¢
Zsinhr \/ 2 cos? f+x2 sin? §

=1

Capitulo 2. Calibracién de intervalos de verosimilitud 75

Los célculos anteriores se obtienen con ayuda de las férmulas

1 27 ; 1
Io(a:)=-2—7r-/0 e" et dt = — .

2r—o
ea: cost dt, v¢

1 ‘ . .
/ e 1, (bﬂ) dz = 2(a® + b*)"?sinh (V a? + b2> - a>0, 6>0,

1

(ver Gradshteyn & Ryzhik 1994, ecuaciones 8.431-3 y 6.616-5).

2.5.5.2}‘ Densidad de §|R

En virtud de que la distribucién de Fisher pertenece a la familia de transformacién, mediante

la férmula-p* (ver Seccién 3.2) tenemos que la densidad exacta de <9 , <2>> estd dada por

4

p(@,$;9,¢IR) = p (9,§5;9,¢lR)

= R;ﬁ——TRsin@exp {nR [cos@cosé—i—sin@sin@cos <¢— gb)} },

si integramos esta densidad con respecto a @, obtenemos la densidad marginal de 8. FEntonces

27 ’
u kR . . boainfaind .
D (9,9,R> == """.—Sll’le/ eﬂ_R(cochos +sin @ sin 6 cos(u ¢))du
4 sinh kR 0
kR R . 20 pnd
sin geNRCOSGCOSG/ eﬁ,Rsm sin cos‘ud,u

drsinh kR -6

- R Sinélo (/@Rsinesin 9) grReosfcosh (2.77)

2sinh kR

27—
4 e

donde se us6 férmula Ip (z) = 5= fOQTr e*e%tdt = o [” s  €°°%tdt, V¢ (ver Gradshteyn &

‘Ryzhik 1994, ecuacién 8.431-3).

Los valores de esta densidad en los extremos de €23 = (0, 7) son: Para § = 0,

A. - kR A _KkRcosf
p (H’OIR> ~ 2sinh kR sinfe ’
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yparaf =1

g;m|R —KR—sméé"‘Rc"Sé.
( ) 2sinh kR

2.6 Discusion

Hemos visto que para obtener una aproximacién analitica con error de orden O(n~?) de la
probabilidad de cobertura de un intervalo de verosimilitud podemos proceder por lo menos
de cinco maneras distintas. Sin embargo, para calibrar analiticamente un intervalo de ve-

rosimilitud con error de orden O(n~2), sélo tenemos un procedinﬁento: el de los factores
de Bartlett. Esto nos da una justificacién o interpretacién natural para los factores de
Bartlett, dado que originalmente fueron introducidos de manera ad hoc para “corregir” la
distribucién de la estadistica log razén de verosirnilitudés. En esta tesis ilustramos que los

factores de Bartlett emergen de manera natural al resolver de manera analitica el problema

de calibracién de intervalos de verosimilitud.

Tenemos por lo menos cinco procedimientos para evaluar la probabilidad de cobertura de

-un intervalo de verosimilitud. Cuatro de éstas son aproximaciones anah’ticas y estdn ligadas

entre sf. Si se logra evaluar cualqulera de ellas, inmediatamente se puede evaluar cualquiera

de las otras tres. Ademés si resolvemos el problema de calibracién analfticamente se pueden

obtener expresiones analfticas de los extremos de los 1ntervalos de verosimilitud observado y

muestral. Sélo es cuestién de almacenar todas las derivadas conforme se vayan evaluando.

Esto no es complicado, porque para calcular la derivada n-ésima es necesario conocer la

derivada (n — 1)-ésima.

La importancia de la verosimilitud dirigida, r, radica en que para obtener analiticamente
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los valores de R(6) > c o W < —2Inc es més simple resolver todo para la verosimilitud

dirigida. Ademés en esta tesis siempre que se utiliza el fagtor de Bartlett en preséncia
de pardmetros de estorbo nos basamos en la expansién analitica de u/r. La verosimilitud
dirigi(ia modiﬁcada, r*, juega un papel importante porque con base .eh ella obtenemos ex-
presiones aproximadas del factor de Bartlett. En general el procedimiento que utilizamos
en todos los ejemplos para obtener. el factor de Bartlett es pbr medio de r*. Si el proc_:edli—
miento es numérico utilizamos r;* evaluada en las raices de r. Si es analitico, estudiamos la
simplicidad de u y 7 y decidimos si es factible expandir estas cantidades usando aritmética
de series de potencias. En general no es necesario calcular el factor de Bartlett para evaluar

(2.3) como lo ilustran los ejemplos 2.4.4, 2.4.5 y 2.5.5.

Se descartaron los procedimientos O(n™!) por su carencia de informacién, no por que
puedan ser poco precisos. Utilizamos procedimientos de altos érdenes con el fin de poder
evaluaf la probabilidad de cobertura de un intervalo de verosimilitud con mayor precisién
para asi conocer si ésta depende de . Cabe mencionar que si un procedimiento es preciso,
con error de orden O(n~2), no es garantia de que funcione bien en todos los casos. Observe
que en el modelo gausiana inversa con pardmetro de interés A (Ejemplo 2.5.2), se requiere

de muestras de tamafio moderadamente grande (n > 20) para que la aproximacién (2.3) (o

2'.4) trabaje bien.

Cuando la probabilidad de cobertura de un intervalé? de verosimilitud depende de ¢ y
suponemos completo desconocimiento sobre 8, el valor més objetivo de la incertidumbre
del intervalo es la pfobabilidad de cobertura minima del intervalo sobre todo el espacio
paramétrico. Se puéde obtener también la probabilidad de cobertura méxima, pero no es

nuestro interés primordial calcularla, sobre todo si se requiere simulacién. También puede
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suceder que tengamos preferencias por alguna regién de valores para 8. En esta situacién es

conveniente calcular la probabilidad de cobertura mfnima dentro de dicha regién.

El factor de Bartlett puede diverger a +00 0 —oo (ver Ejemplos 2.5.2, 2.5.3 v 2.5.5). El
ejemplo de la esfera' es un ejemplo donde el factor de Bartlett diverge a —oo y sin embargo
se puede calcular analiticamente la cota minima de la probabilidad de cobertura. En otros
ejemplos, como los casos especiales de los modelos gama y gausiana inversa, se debe hacer
por simulacién porque el procedimiento analitico o numérico es complicado incluso para
n = 1. Si el factor de Bartlett diverge la aproximacién falla, por lo que debemos usar otro
procedimiento para calibrar regiones de ‘Verosimil‘itud, por ejemplo simulacién. .‘Para lo cual
nos podemos ayudar con el factor de Bartlett aunque diverja. Es decir si se obtiene el
factor de Bartlett y éste es no acotado todavia nos sirve porque nos ayuda en el proceso de

minimizar la probabilidad de cobertura.

Si dim () = d > 1 hay dos maneras de proceder para medir o calibrar la probabilidad
de 'cobertura de una regién de verosimilitud. La primera es trabajar con ¢ = (¢4, ...,1,) de
manera conjunta, para lo cual se requiere obtener el factor de Bartlett para dim > 1. La
segunda consiste en trabajar sep_aradamente con' cada ®;, 1 =1,...,d y aplicar los fesultados

para cada v; considerando el resto de los pardmetros como de estorbo. .

Una de las condiciones de regularidad, tanto para procedimientos con error de orden
O(n™'), como para los de error de orden O(n™?) es que 0 € int Q. En general si 6 esta cerca
de la frontera de ) se necesita que n sea muy grande para que la aproximacién dé buenos
resultados. Cabe seﬁalaf que si suponemos completo desconocimiento sobre 6 no hay porque
suponer que 6 est4 lejos de la frontera de 2 por lo que puede ser pésima la aproximacién y

si el procedimiento es O(n™!) (ecuaciones 1.6 y 2.1) nolo podremoé saber. En cambio si el
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procedimiento es O(n‘Q) (ecuaciones 2.3, 2.4) también es obligatoria que § € int  y también
se necesita n grande. Sin embargo en este caso por lo menos tenemos nocién de que puede

fallar y dénde.

Cuando las condiciones de regularidad fallan lo m4s convenienté es estudiar cada modelo
de manera individual. Por ejemplo si tenemos observaciones de la distribucién uniforme en
(0,0) se puede probar que Pr(R(6) > ¢) = 1 — c. Por lo tanto el problema de calibracién
es muy siir.nple,‘ témese ¢ = ¢ para un iﬁtervé,los de verosimilitud con 100 (1—a)% de nivel

confianza (ver también Ejemplo 2.5.5):

Los procedimientos que aqul" utilizamos vienen de la teorfa de altos érdenes. Reid & Fraser
(2000) hablan de los costos y beneficios de' estos procedimientos y dan algunas expresiones
para la cantidad u Que utiliza 7* y la aproximacién de Lugannani-Rice. |

Para calibrar intervalos de verosimilitud en modelos con censura se puede proceder de
manera similar a esta tesis mediante el uso del factor de Bartlett para modelos con censura

(Jensen 1987).

En general recomendamos simulacién. En algunos modelos no regulares se puede medir
y calibrar numéricamente o analiticamente sin muchas complicaciones (ver Kalbfleisch 1985,

sec. 11.2).
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Capitulo 3
Justificacién de resultados

En este capitulo se presentan las demostraciones de los resultados presentados en los Capi-

tulos 1 y 2, las demostraciones se basan principalmente en la férmula-p* y expansiones
~ asint6ticas, alrededor del pardmetro de interés 9, de cantidades relacionadas con la funcién

de log-verosimilitud. Una serie asintética, en general es una serie divergente, que al parar la

suma en un numero dado de términos, el residuo es de orden menor que el ltimo término
que se haya incluido. En el Apéndice A se muestran m4s detalles sobre series asintéticas y se
presentan expansiones alrededor de 6 con el fin de obtener expresiones analiticas aproximadas

para intervalos de verosimilitud e intervalos de confianza obtenidos con 7*.

Se requiere que 4 exista para j+k < 6, j,k > 0, aunque en relacién con las aplicaciones

s6lo se necesita mostrar explicitamente derivadas de la forma £, para j +k < 4, 7,k > 0.

Advertencia: Las condiciones de regularidad que se presentan en este capitulo son las nece-

sarias para que se cumplan los resultados relacionados con 7*. Sin embargo, se puede medir

. exacta o aproximadamente la cobertura de intervalos de verosimilitud en algunos ejemplos

81
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donde fallen varias de estas condiciones como en: Cauchy (y, o), €*~¢,0 > z, Uniforme (0,9),
etc. Por ejemplo para que se cumpla la férmula-p* en los modelos de transformacién es

suficiente con que exista 7 y que el méximo verosimil sea tdnico.

3.1 Condiciones de regularidad

El modelo estadistico paramétrico reqular M = {py (y;0),6 € QcC Rd} , d > 1 que consid-
eramos en esta tesis satisface lo siguiente:
El soporte de Y no depende de 6, Q es un conjunto abierto, 8 € ) es unico, consistente

y cumple las siguientes condiciones

VEG; YNy =0 v |VIVHE(G;9)],y <0, k=1,.. 7. (3.1)

donde V = (81,...,02)" y Vi = (84, ..., 5k) . (ver Marsden & Hoffman 1998, p. 365). Sid = 1

0 b?
—L(0;y =0 vy —=£(0;y - <0. 3.2
Sprott (2000, Sec. 2.6) presenta varios ejemplos del cdlculo numeérico de & y Kolassa
(1997, Sec. 4.9) contiene sugerencias numéricas para obtener el § en modelos donde no

funciona bien Newton-Rapson.
Si el modelo es exponencial todo se resume a que el modelo es un modelo exponé_ncial
regular, el cual es un modelo exponencial completo (k, k) perfecto.

Cuando se tiene suficiencia observe que la funcién de log-verosimilitud es funcién dnica-

mente de una estadfstica suficiente s y el pardmetro 6, excepto por algin término que no

dependa de 6. Si la dimensién de s es la misma que la de § usualmente el estimador de
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mdaxima verosimilitud es funcién uno-a-uno de s y entonces 8 es minimal suficiente si, y sélo
si, s es minimal suficiente. En consecuencia podemos tomar la funcién de log-verosimilitud
de la forma ¢ (9; 9) , esta serd la misma cémo si los datos observados consistieran solamente
des 6 0.Sis = (t, ) donde la dimensién de t es la.de 0 y a es auxiliar, entonces generalmente

se puede escribir la log-verosimilitud como ¢ (9; 6 , a) .

El estimador de méxima verosimilitud de (4, x) se obtiene por invariancia (ﬁz, 5() =
(¢ (9) X (@)) . Considere la funcién de log-verosimilitud expresa‘da como ¢ (¢; X; {b, X, a> .

El estimador de méxima verosimilitud relativo X, se obtiene como solucién de

~

2, (¢, X¢, b, %, a) =0. (3.3)

La funcién de log-verosimilitud es de orden O(n), para, valores fijos de (fﬁ, )2) la funcién de

log-verosimilitud perfil permite expansién de Taylor, en una vecindad de 1, hasta el quinto

~orden y el valor absoluto del término residual uniformemente acotado. Ademss para valores

fijos de (v, %y, a) la log-verosimilitud perfil también permite expansién de Taylor, en una

vecindad de 1, hasta el quinto orden y el valor absoluto del término residual uniformemente

N,

acotado. Vea Seccién A.3 para detalles de la expansién alrededor de .

3.2 Parametro 9 escalar

Utilizaremos la aproximacién a la distribucién condicional del estimador de mixima verosi-

militud propuesta por Barndorff-Nielsen (1983)

7 (:6la) = ol e, (3.4)




* En virtud de que
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donde ¢y = ¢ (f,a) es la constante de integracién. La férmula-p* es una aproximacién de

orden O(n~%2) en el siguiente sentido
| D (é, 6’]a> =p* (@;0[61) [1 + O(n_g/z)} : (3.5)

Debido a que requerimos llegar a expresiones de orden O(n~2) expresaremos el término de

error de la forma
D (@; Hla) =p* (9; <9]a> [1 + 2¢1 (6) (9 - 6’) + O(n_Q)] , (3.6)

donde ¢; (6) es de orden O(1).

3.2.1 Densidad de la verosimilitud dirigida

Para valores fijos de 8 y a, tenemos que

[ g;l —8;1
———7

26 -
entonces, suponiendo que r es funcién uno-a-uno de 6, se sigue de (3.4) que una aproximacién
a la densidad de la verosimilitud dirigida est4 dada por

T 2

p* (r;0]a) = co (6, a) Ze-%r , - (3.7)

donde ¢y (6, a) es la constante de integracién de la formula-p* y u = 571/ (@;1 - £;1> .

hl
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donde #; = O(n~Y2) y b = O(n™') se definen en (A.10), se obtienen las siguientes relaciones

“p(r;6) = (r) [1 — t37 +O(n_l)} ,
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luego,

Pr(r<z)=®(z) [1+0(n™)] + ¢ (z), (3.9)
y paraz > 0 |

Pr(-z<r<z) = [®(z)— (—=)] [1 +0(n7)]

= [20(z)-1[1+0(n™)], | (310

La relacién (3.10) nos dice que r? ~ x} con error relativo de orden O(n™!).

3.2.2 Probébilidad de cobertura de un intervalo de verosimilitﬁd

El objetivo de esta seccién es demostrar el Teorema 3.1, el cual es uno de los resultados prin-
cipales de esta tesis. Este Teorema se obtiene con ayuda de los Lemas 3.1 y 3.2 presentados

a continuacion.

Lema 3.1. La funcién de densidad de r* es de la forma
p('p*,e) =¢(T*) [1+HT*+O(TL—2):| ; (311)

donde H es‘b (n=3/ 7).

Demostracion. Mediante el cambio de variable r — 7*, la densidad de 7* debe ser

' r(r* .
p(r6) = (6,0) 7y E§< " (3.12)

.

Necesitamos la expresién explicita de r* en funcién de 7, para valores de a y 8 fijos, la v

cual estd dada por

7‘*=‘T+t3—%(b_£§)r+fz3+"' ' (3.13)

¥

‘M!
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donde, d = O(n™¥2) y dy = ~L1 (b—2) = O(n~?), (ver ecuacién 3.13). Por medio de la

técnica de inversién de series de la Seccién A.1.4, tenemos que
r=(1-dp) (r" —£3) — d3 (r* — £3)> + O(n"?).

Para evaluar (3.12) es conveniente observar que

3% _ —Er?-log¥ _ 1,2 L(py2a L2 -
27 =72 8T = 2" T = T3 R(T)  g ( e3n)

e

€

ademsds de (3.14), junto con la expansién e* = 1 + z - -é—:c’*’ + -+, se obtiene que

*_p)2 y 7).
A = 14 1B 1 Ed, (* — F) + O(n 7).

derivando (3.14) con respecto a r*

% =1—ds — 2ds (T‘*A— 1?3) +>O(’I’L—2) ,
entonces
e%(’-'*“rfg% =1+ —do— H(r" — &) + O(n™?),
sustituyendo dy = —1 (b — £2), se sigue que
L1 —r)? or * _ 7T -
ez — 1+ Lb— H(r* ~ %) + O(n 9,
Luego, de (3.15) y (3.16), obtenemos que (3.12) se reduce a
*, . l(7"“-—;")2 lii
Pr(r*;0) = co¢p (r*) e2 =

=ad () [L+ 35— H(" ~ %)+ O(n?)]

=co¢ (r*) [1+1b— Hr* + O(n7?)].

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)
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dado que [ Pr(r*;8)dr* = 1 se sigue que
co=1-1+0(n"?), - (3.18)
del producto de (3.17) con (3.18) se obtiene (3.11). ' |

" Lema 3.2: Para valores ﬁjbs de a y 0, y considerando r* = r* (6,7) , se sigue para rg > 0
qué , | |
v (ro) |
/ ¢ (s)ds = O(n"'?).
r*(=70) ‘
Demostracion: De (3.13) se obtiene que (ro) = ro+t3+0n™1) vy r(-nry) =

—rg +t3 + O(n~1). Entonces

T (:E) dz = —6 (CE) ro+fs+o(n—1) — O(n—1/2) 7

—ro+i3+O(n=1)

ro-+Es+0(n"1)
‘ /—ro+53+0(n—1)

el resultado se sigue, de la relacién ¢ (z +a) — ¢ (—z + a‘)>= —2az¢ (z) + O(a®).
De los Lemas 3.1y 32 se desprende uno de los resultados mas importantes de esta tesis.

El Teorema 3.1 presenta la manera de evaluar la probabilidad de cobertura de un intervalo

de verosimilitud, con error de orden O(n~?) en muestras repetidas ordinarias.
Resultado 3.1. Para ry > 0 se cumple que

Pr(R>c) = Pr (r*'(—vc.) <7t <t (ve))

= 3(r* (v)) — @ (r* (ve)) + O(n7?). - (3.19)

Il
i
b
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Demostracion. Sea v, =+ —21Inc, 0 < ¢ < 1. Entonces

Pr(R>c¢) = Pr(-v.<r <)

r*(ve)
_ / & (s) [1+ Hs + 0 (n™?)] ds

™ (ve)

s¢(s)ds+ O (n7?)

(por Lema 3.1)

= @(r* (Uc)) —q)('r* ('—UC))—*_H o)

= O(r" (v)) — & (" (—v)) + HO (%) +0 (n7?) (por Lema 3.2)

M

®(r* (ve)) =@ (r* (—vc)) + O (n_z) .

En la Seccién 3.3.3. se obtiene una aproximacién de (3.19), la cual es

® (r* (ve)) — @ (™ (ve)) = @ (v) — B (—ve) — 2bvegd () + O(n™2) . | - (3.20)

Con pardmetros de estorbo

En este caso se tiene que Pr(r* < z) = @ (z) 1+ M], donde M = O(n=%2). Pero no se
conoce la expresion analitica de M. Si el término de error fuera de la forma Hr* +0(n7?),
donde H es O(n=3/2) , se siguen los mismos resultados que en el caso escalar. Sin embargo,

puesto que no conocemos la forma de M se sigue que

Pr(R,(¢)>¢c) = Pr(r*(-r) <r* <r* (1))
= [D(r* (r))—— ® (r* (—r))] [1”_+ O(n"3/2)]‘.

Las demostracién es similar que la de la seccién anterior, utilizando las sugerencias para

expandir r* alrededor de 7.
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| 3.2.3 Resultados auxiliares

Lema 3.3: Sean 2> 0, k >0y a = O(n™*) ndmeros reales. Entonces
D (z+4a) =9 (2) +ag (2) — 5026 (2) + O(n~%)

Demostracion:

La serie de Taylor para @ (x + a) alrededor de a = 0 es

®(z+a) :@(x)+a¢‘(x)-§x¢(x)a2'+g((¢+t)2—1)¢(x+t>t3, te(—lal,la)). M

!

Antes de pasar al Lema. 3.4, es necesario obtener una expresién asintética simple de

Z1-a/2- Con este fin usaremos la expresién de ® (z) dada en Abramowitz & Stegun (1965),

. ) o) (_1)” l'2n+l .
® = St =y - 3.21
@) = 2+ L i et D (3:21)
= %—i—#(x—%x?’-}-fﬁxs—%xﬁﬁ—---. . (3.22)
El cuantil 1 — a/2 satisface qué*
2 (Zl_a/z) —1l=1—-aqa.

Entonces, la expresién para el cuantil 1 — /2 se obtiene al resolver

l-—a= ﬁ (zl—a/Z - %Zf—a/2 + %Zir’—a/z - %5217—04/2 - ) (3.23)

mediante las técnicas de la Seccién A.1.4. Asf, con C =,/ (1 — a), se obtiene la expresién

buscada
Zlea2 = C+3C% + LCo+--- - (3.24)
Lema 3.4.: Sean z,k >0y d = O(n¥) dos numeros reales. Entonces la solucién de

o (z) — ®(—z) — 2dz6(z) =1 — o |  (3.25)
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estd dada por

T = Z1-w/2 (1 - d)—l + O(n;%) .
= 2102 (14+d) + O(n"%)
Demostracion: Mediante derivacién, término a término, de (3.21) se obtiene una expan-

sién de ¢ (z) = £ (z) . Entonces

n,_2n+1 o0

B (2) — & (~z) — 20do (z) = 2 5 U2 2d J° g2
. (z) vam 7;0 ni2r(2n+1) /2r g n'2n
S e ]
_ 2 —1)" z2nHl »
=L (w4

=RE0-)-13-9F+1(E-d) ).

- De la tltima igualdad, se desprende que resolver (3.25) es equi{ralente a resolver, con

respecto a z, la siguiente igualdad

1—a=ﬁ(x(l—d)~-§-(%—d):z:3+§(%—_d):c5+-~-). - (3.26)

N

P . ] . ‘e, B T v
or medio de las expresiones de la Seccién Al4,con C = 3\/5-2- (1 — &), se desprende que

= l =3 3 _1 T—42C+75C2 5
6 C + T3 120 (1—d) C

+
3 1 7-424 2 ~
( + s d)gc + g 05.+“')

L (C+3C+ LC% + ) + O (n%)

QIH QIH i

Por lo tanto de (3.24) se llega a_

T = 13520/ + O(n~%)

=Z2i_ap2(1+d) + O(n“%) )
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3.3  Verificacién de cinco equivalencias

En esta seccién se prueba que los cinco procedimientos para medir la probabilidad de cober-
tura de intervalos de verosimilitud son equivalentes con error de orden O(n™?). El procedi-

miento es como sigue:

Damos la siguiente expresién de la probabilidad de cobertura de intervalos de verosimi-
litud

Pr(R(§) >¢) = 2® (ve) — 1 — bueo (ve) + O(n7?), (3.27)
~ ' .
donde v, = v—21nc. Esta férmula se obtiene directamente en el modelo de localizacién de

Efron & Hinkiey (1978) y DiCiccio (1986) y en Jensen (1988) en un contexto general.
Después probamos que (3.27) es equivalente, con error de orden O(n™?), a los cuatro

procedimientos dados para medir la.probabilidad de cobertura de intervalos de verosimilitud.

Los cuatro procedimientos son la fo’rmula—p*, los factores de Bartlett, la férmula-r* y la

aprozimacién de Lugannani-Rice.

3.3.1 Férmula p*

La féormula-p* es una aproximacién a la distribucién condicional del estimador de mdxima

verosimilitud propuesta por Barndorff-Nielsen (1983) y est4 dada por
p (Bi8la) = k|3,

donde k£ = k (6, a) es la constante de integracion, la férmula p* es una aproximacién de orden

O(n~%?) en el siguiente sentido

D (é, 9](1) =p" (é; 9|a> 1+ O(n_‘o’/z)} . (3.28)




A
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Debido a que requerimos llegar a resultados de orden O(n~2), necesitamos expresar el tér-

mino O(n~%?) con més detalle. Haciendo esto obtenemos que

D (9, G\a) =p* (9, 0]a) [1 +1c,(6) (@ - 9) + O(n“Q)} ) (3.29)
La constante de integracién es de la forma
k=1-1b(0,a) +O(n7?), (3.30)

donde b (6, a) es un factor de Bartlett (Seccién 3.3.2).

En el resto de las demostraciones se suprimird en la notacion la estadistica aﬁxﬂiar a, la
cual se debe tener éiempre presente. »

Con ayuda de la aproximacién (3.29) se puede calcular la funcién de densidad de cualquier
funcién de 8. En particular si se supone que la verosimilitud dirigida es funcién uno-a-uno
de 8, para a fijo, se puéde calcular la densidad de r mediante técnicas ordinarias de cambio
de variable..

La derivada de r (9; @) con respecto a 9 estd dada‘por
LR £; (8:6) — £, (6:9)
% "(58) = r(6:6)
donde £, (9; 9) =2y (9; 9) . Sea

o (58) =72 (09) 25 (09)]

donde j = —Z4g es la informacién de Fisher observada.

(3.31)

 Asi, por medio de la ecuacién (3.29) la funcién de densidad de la verosimilitud dirigida
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. se puede calcular aproximadamente mediante

ko —ir2 1= B (o | -2
P(rif)=—Z=ie 1+1a[0(r60) - 6] +O(n7?)
kor —1/2 -2
= EE€_§T [1 + Clj / ] + O(TL ) (332)

donde @(r, 6) es el estimador de méxima verosimilitud expresado como funcién de r, para
6 fijo. En particular (r;0) = 6+ 7Y% + O(n™t), ver ecuacién (A.7). Mediante (3.32)

obtenemos que

Pr(R(6:6) >

c) =Pr(-wsrsu)= e 1+ 1a7 ) + 0(n7?) ) dr.

=G
(3.33)

Envirtud de que = =1 — {37~ + 1% 4 epr® + O(n

Pr(R(6:6) 2¢) =

~2) | (ver ec. A.10) se sigue que

1—t3T+1bT‘ +CQT‘ +O(

NOT N e

m/
= ( 26) {2<I> Ve)

= 20 (v) — 1 — 2bveo (ve) +O(n7?).

7.2

Iolr—-

e [1+ (a7 1z _ t5) T+ 2br° + czra} dr +0(n™?)

— 1+ 5020 (v) — 1 — 2ve6 (u)]} + O(n™2)

El pentltimo paso de las igualdades anteriores es valido porque para z > 0 se cumple lo
siguiente: —i= [ % ~3dt = 28 (2) — 1 — 2z¢ (z) .
Veamos ahora como se puede medir la cobertura de un intervalo de verosimilitud por

medio de ajustes de Bartlett.

3.3.2 Factores de Bartlett

Como se muestra en (3.10) 72 sigue una distribucién aproximada X2 con error de orden

O(n™!) en muestras repetidas ordinarias. Una forma natural para acelerar la aproximacién

) (1+ 3677%) dr 0(n™)

| (3.34)
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x? de 72 es considerar la estadistica

a

7,2

- (3.35
Er2 (3.35)
En general no es p051b1e calcular explicitamente Er? y en lugar de usar (3.35) se utiliza el

51gu1ente hecho
Er’=1+B+0(n?), B=B()=0(n")

y la estadistica “corregida” es la estadfstica ajustada de Bartlett

7,.2

1+ B’

W* =
la cual cumple que
Pr(W* <z)=28(z) - 1+0(n7?),

Esta idea fue explotada primeramente por Bartlett (1937). . Ver también Lawley (1956),
BarndorfF-Nielsen & Cox (1984), Barndorff-Nielsen & Hall (1988) y Jensen (1991).
Sea B = E(r?) — 1. Por medio de (3.32) se puede calcular directamente la esperanza de

2. Asi, pues

Er2=/ r*p (r;8) dr

bl 1+ =217 m}d

m/ wt

= [ —5”+00f)}ﬂ+%b+00f5]
4=1+b+0(n"2~)

24 ( a2 - £5) rd +3brt + czrﬂ dr
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Se desprende que B = b.
Puesto que (1+5)7" =1 — b+ O(n™2) se sigue también que (1 — b) 7% ~ x2 + O(n"2).

Para 0 <.c < 1 sea v, = v/—2Inc,la cobertura del intervalo de verosimilitud es

=20 (VI=bv.) —1+0(n™?). (3.36)
=28 ((1- 1) v,) —1+0(n7?) |
=20 (ve) = 1 — bueg (ve) + O(n™?) (337

Las ultimas dos igualdades se siguen del Lema 3.3 y por el hecho de que vI—0 =
—3b+ O(n‘?) : . |

3.3.3 Foérmula-r*

La expresién de r* como funcién de 7 ayuda a calcular la cobertura de intervalos de verosi-

militud con error de orden O(n~2%) ..Sea v, = v/—2Inc, entonces se cumple lo siguiente
Pr (R _(9; @) > c) =Pr(—v, <r< Ve)
= Pr (r* (—v;) <7 <r*(vg)
=& (r (vc)) — & (r* (—v)) +O(n7?) .
De (A.11) se tiene que r* = 7 + 3 +‘c1r + C.2T2 +O(n7?), donde ¢; = 1 (2 —b). Asf, con
ayuda del Lema 3 1 se llega a

m@@@z

c) =@ (v, + t3 + c1ve) — @ (—ve + 83 + c1v.) + O(n_Z) .
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De nuevo, por medio del Lerﬁa 3.3 se obtiene que
- ® (v + t3 + C1ve) = v@ (vc)_ + (T3 +c1ve) ¢ (ve) — 5 (B2 + 2t3c1vc) Ve (ve)
C HIBE-1)6(w) +O(n?),
¥ que
D (—ve +13 — crve) = @ (—ve) + (B3 — crve) 6 (ve) + & (£§ — 2t301vc) Ve (ve)
+358 (e = 1) 6 () +O(n7?).

Asi

~

Pr (R (9; 9) > c) = d (v, + 3 + clv;) = & (v +t + c1ve) + O(n™?)
=28 (ve) = 1 +2 (&1 — 383) ved (ve) + O(n7?)
=22 (ve) = 1 = bueg (v) + O(n7?) (3.38)

la tltima igualdad es valida porque b = 3 — 2¢; como se ilustra en (A.11).

3.3.4 Aproximacién de Lugannani-Rice

Hemos visto tres procedimientos para calcular la cobertura de un intervalo de verosimili-
tud, con las tres anteriores se ha visto la manera de calcular directamente la probabilidad

Pr (R > c). Ahora con la aproximacién de Lugannani-Rice veremos una variante.

La férmula de Lugannani-Rice se utiliza en el célculo de probabilidades de eventos cola,

ésta férmula es

Pr (@ > z; 9) =1-0 (r) + & (r) (% - %) +O0(n™%%) (3.39)

r

—1-0()+ -7]5¢ () (= 1) +0(n)
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Para calcular con la aproximacién de Lugannani-Rice la cobertura de intervalos de vero-

similitud procederemos de manera diferente a los tres procedimientos anteriores.

.Lo's valores de 0 que satisfacen R <9; 9) > ¢ también cumplen la relacién —v, <
r(&; 9) < Vg Ve = \/Tlnc Bajo el supuesto de que r es funcién uno-a-uno de 6, se
pueden encontrar los by (6,¢) v ho (8, ¢) tales que hy (f,¢) < 0 < hy(8,c)yr(8;h(8,0)) =
—r(6; he (8,¢)) . Asi

. u(—v.)
-1+ (ve) cgzb(vc) < ?(} 3 — 1> + O(n—3/2‘)
=20 (v.) —1— viop (ve) [—u (vac) + uq(’v) - 2} - (3.40)
1

—T3ve + 02 — cv¥ + O(n72)] + O(n™%?)
= 20 (v0) — 1 — buo (ve) + O(n~2) | (341

La pentltima igualdad es porque = =1 — tar + br? + cord + -+ (ver A.lO).

De aquf tenemos que sin necesidad de estudiar con detalle el término de error de la

- aproximacién Lugannani-Rice, 1a cual es O(n‘3/ 2) , se llega a que debe ser O(n~2) para

intervalos de verosimilitud, puesto Que (3.34), (3.37) y (3.38) sbn verdaderas. Es decir, por
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Lugannani-Rice se tiene

Pr (R(5:0) > 5) = 28 (v,) — 1 = b6 (u) + O(n™2) |

98

Capitulo 4
Precisién de (r*)?

En este capitulo demostramos que con la verosimilitud dirigida modificada r* se pueden
construir intervaloé de confianza para 9 escalar, con error de orden O(n~2) en muestras
repetidas ordinarias. En el caso 8 escalar la demostracién es analftica y cuando 8 = (¢, x),
1 escalar, se presenta evidencia numérica que avala la éﬁrmacién anterior. Este orden de
precisién no se habfa observado desde la prop{lesta‘ de la verosimilitud dirigida modificada

(Barndorff-Nielsen, 1986). En dicho trabajo Barndorff-Nielsen comenta que con la vero-

similitud dirigida modificada se pueden construir intervalos de confianza aproximados con

error del mismo orden que r*, es decir de orden O(n‘3/ 2) . La anterior afirmacién es véalida

para cualquier intervalo construido mediante los valores de Y tales que t; < 7*(¥) < iy,

't1 < t3. En este Capftulo se demuestra que si tomamos ¢, = —t,, to > 0 el nivel de confianza

aproximado es més preciso, ahora el error es de orden O(n=2).

99
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4.1 0 escalar

Utilizaremos la aproximacién a la distribucién condicional del estimador de méxima verosi-

militud propuesta por Barndorff-Nielsen (1983)
v (B:01a) = o317 S}

donde ¢y = ¢y (6, a) es la constante de integracién. La férmula-p* es una aproximacién de

orden O(n=3/2) en el siguiente sentido
p(8:6a) =" (8;0la) [1 +O(n~*%)]. | (4.2)

Debido a que requerimos llegar a resultados de orden O(n~?%), ‘es necesario expandir el

término de error O(n=%2) | de la férmula (4.2). Asf
D <9, 9]a> = p" (9, 9]a> [1 + ¢ (6) (é - 9) + O(_n_Z)} . (4.3)

En la Seccién 3.2 se demostré que la densidad de la verosimilitud dirigida modificada

tiene el siguiente desarrollo

p(r*;0) = ¢(r") [1 + Hzr* 4+ O (n‘2)] i (4.4)

Directamente de (4.4) se demuestra el Teorema 4.1, el cual afirma que la distribucién de

(r*)?-es ji-cuadrada con error, en muestras repetidas ordinarias, de orden O(n~2).

Teorema 4.1. Para z > 0 se cumple qué

Pr ((r*)2 < m2) =020(z) -1 [1+ O(n_2)]‘. | (4.5)
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Demostracion. Mediante la densidad de r*, dada en (4.4), obtenemos, para z > 0, que
Pr ((r*)2 < a:Q) =Pr(~z<r*<z)= / p(r*; v, x) dr*
= o (r) [1 + Hr* + O(n"Q)} dr*

= o [1+O0m )] dr™+H [ ro(r)dr

- —z

C=[e(@) -1][1+0(n?)].

4.2 Parametros de estorbo: 1 escalar

En general, cuando el pardmetro de interés es escalar, la verosimilitud dirigida modificada

 satisface que

Pr(r* < z) = & (z) [1 + M],

donde M = O(n~%2) . El problema, para obtener error de orden O(n=2) para la distribucién
de (*)*, estriba en que no se tiene de manera explicita la cantidad M. Si M es de la forma
Hr*+0(n™?%), donde H es O(h‘3/ 2) ; se siguen los mismos resultados que en el caso escalar,

prinbipalmente que

Pr ()’ < 2) = (2 (2) - & (~2)] [+ O(n™?)]

y que la probabilidad de cobertura de un intervalo de verosimilitud es

Pr(By(¢) 2 ¢) =Pr(r" (—ve) < v <" (ve)) = [2 (7" (we)) — @ (7 (—wo))] [1 + O(n7?)],

donde v, = vV/—~21nc.

1
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La demostraciones son similares a la de la seccién anterior y & las del Capitulo 3.

Consideremos la distribucién normal para ilustrar numéricamente que (7"*)2 ~ X2 +
O(n™?).

Sea y = (1, ..., )" una muestra de y.a.i.i.d. de una distribucién N (u, 0%) . Mediante 15
férmula (2.32) obtenemos r* (u; ﬁ) . La Figuras 4.1 y 4.2 muestran las graficas de los errores
de aproximacioén de la verdadera probabilidad de —1.96 S r* < 1.96 con respecto a n, para

los modelos normal y la media de la log-normal. La linea constante indica el orden de

aproximacion.

Media de la distribucién normal

Errores de aproximacion

0 5 10 S 15 20 25 30 35 40
n

Figura 4.1. Errores de la aproximacién de los intervalos de confianza obtenidbs coﬁ

—1.96 < r* < 1.96 para la media de la distribucién normal con 1 = 0. De abajo hacia arriba

: gréfica de n vs n*/2 |P—.95|, k =3,4,5. Donde P = Pr [—1.96 < r* (u; 1;m) < 1.96].

Y
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Media de la distribucién LogNormal

Error de cobertura

Figura 4.2. Errores de la aproximacién de los intervalos de confianza obtenidos con
—1.96 < r* < 1.96 para la media de la distribucién log-normal con ¢ = 0, Xy, = 3. De abajo
hacia arriba: primer linea es la grafica de n vs n/?|P — 95|, k =3,4,5. Donde

P=Pr [—1.96 <r* \(¢;7:/1;‘n> < 1.96} .

4.3 Discusion

La verosimilitud dirigida modificada, r*, surge directamente de la férmula p* como se muestra
en la Seccién 3.2.2 (ver también Barndorff-Nielsen & Cox 1994, Sec. 6.6.1 y Reid, 1993).
Efron (1998) le llama “férmula mégica” a la férmula p*. A este respecto es conveniente traer

a colacién lo que se discute en ese articulo:

1
1
|

!
J
X
i i

L

i
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En Efron (1998) p. 105 se puede leer: “In particular the magic formula® can be used tq
generate approximate confidence intervals that are more accurate than the standard inter-
vals®. These intervals agree to second order with the bootstrap intervals. If this were not
true, then one or both of them would not be second order correct” |
En los comentarios D.A.S. Fraser dice:

“Brad;mentiovnsb that the magic formula can be used to generate approximate confidence

intervals [with| at least second order accuracy. In fact for continuous models third order

confidence intervals are available in wide generalify but require additional theory for approx-

imate ancillaries...”

Es decir en 1998 todavia no se observaba que con r* se pueden construir intervalos de

confianza con error de orden O(n™?).

La férm~ula maégica mencionada por Ef GlA) = cZoL | £ Yz
por Efron es fp ( I ) cﬁ-é-% [de logL(G),ké}

2Los intervalos estdndares son 8 = 8 + 1.645 se

Apéndice A
Expansiones asintoéticas

Este apéndice contiene los pormenores para el célculo de las expansiones asintéticas que se
. |

utilizaron en los Capitulos 3y 4 , .

A.1 Algebra de series asint_éticas.

En este Apéndice supondremos que a; = O(n™7) y b; = O(n‘kzj) , d=min (ky, ka) .

Todas las férmulas son vélidas aunque las a;’s y las b;’s sean constantes que no dependan

de n. La diferencia radica en que el error de la aproximacién no se cumple.

A.1.1 Cociente de series

m .
> 2" me1
n=0

= Z cnZ" + O(n‘dm) (A.1)

00
S b 70
n=0

Para m = 5, los primeros cuatro valores de ¢; que satisfacen (A.1) son

105
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1| e - ‘ - - T | b
0| agby? - | 0 vas
1| (=biao +arbo) 05> ' 1| Lasap??

2 (b%ao — biaiby — baagby + agbg) b0_3 ) (_a% + 4aOCLQI) a53/2

1
2
1
8
1 /.3 /2

s
= (a} — 4aia0as + 8adas) ag
1

3 | (~blao + barby + 2babrache — bragh — baarb? — byagh? + ashi) by,

bt

155 (—5at + 24a%aoa; — 32010305 — 1603 + 64adas) ay ™

et

Ver Gradshteyn & Ryzhik (1994, psg. 18) para una expresién general.

O i [ W | o

2
555 (7a3 — 40a3agas + 48aaas + 48a2ada; — 64a1ada, — 64adasas + 128akas) ag ™

| ‘ Ejemplo. Reciproco de series :
Ejemplo. Reciproco de raiz de series
- Tomando ag =1, y @, = 0,n > 1, de la férmula para cocientes (A.1) se obtiene que ‘ |

Sea bg > 0
i e | > T mr ‘
0t | | (Z Wﬁ) = _ena” +0(n™"),
n=0 \ n=0 r
1 _‘b]_bo_2 ) ';“1

entonces de las expresiones para el reciproco (Seccién A.1.1) y de (A.2) obtenemos que

| 2 | (—bobz +83) 5°

3| — (B3bs — 2oobaby + B b
4
5

(—3bobab? — b3by + 2b2bsby + 262 + bt) b>® ,_ Ll
0 b(—)—l/Q '

— (3b3b3b? + bibs — 2b3baby — 2b3b3by + 363636, — 4bobyb + b3) bS

-3/2
1| —L1bbg®

A.1.2 Raiz de series 1 (=38 + dboby) b5

— L (553 — 12bobaby + 843b5) b5/

Considere ay > 0.

— 155 (—35b% + 120b3bgby — 96b,b3bs — 486263 + 64b3b,) by '

Qv | ix | W o

— 355 (6363 — 280b3boby + 24063b3bs + 2406363b; — 19261 53bs — 192b3b2bs + 128b3bs) by /2

mz_ bx™ + O(n‘»dm) . (A.2)

n=0

Para m = 6 se tiene que
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A.1.3 Inversa de Series. con las siguientes convenciones
Sea izl by=fog By =000 =t (860)] iz
oo B . . -
Y= Z anxna ~
i =1 A.2.1.1 Expansiones asintéticas alrededor de 6
' se deéea encontrar ; )
\ . a 2 . "
e m-1 e=£+§2(9—9> —§£3(0—9> +2L4£4(0—9) +
z= ) by + O(n'dm) :
| n n=t | Dado que j = —/; tenemos que
Por ejemplo, los primeros cinco valores de b; son ' :
. . N2 . /s 3 ./ 4 ‘
E—E=§j<9—9) +%eg(9—9) —2—14124(9—9> +oe (A3)
7 C; ' : ’
1|a7 Ezpansion asintdtica de r
2 ——agal‘3 5 ~ . e ‘1
- Dado que r* =2 (é - E) se sigue que -7 :
3| - (0,3(1,1 — 2@%) a1'° . ‘ ‘ \|
4 | — (—5agaga; + 5a3 + asa?) a7’ | | r
~ 2 N -~ 3 N N 4 ) I
5 | — (21azada; — 14a — 6asasa? — 3ada? + asal) ap® rf=3j (9 — 9) + 343 (9 - 9) — 1544 (9 - 9) +--- i

A.2 Expansionesv asintéticas de r y r* Por medio de las expresiones para la raiz de series de la Seccién‘ A.1.2 se obtiene que

2 ‘ 3 .
' _ /25 _ 17512 (5 _ _1(p? 27\ 5=3/2 (p
B En esta seccién se aplican los resultados de la seccién anterior para obtener expansiones r=J <0 9) +5ls] (9 9) 72 (63 + 33&‘) J (9 9) +
‘ | asintéticas de cantidades relacionadas con la funcién de verosimilitud. la cual es valida porque el primer término de la serie para r2 es 5> 0.

| ‘ | : ‘ Mediante inversién de series (ver Seccién A.1.3) se obtiene que los extremos del intervalo .
| A.2.1 Pardmet T : - |
| : ar ‘ etro ¢ escalar de verosimilitud con nivel de verosimilitud ¢ son

~

Consideremos la siguiente notacién ) L oo Y :
‘ ' §—0=7"Y2v, + 5 £ % (553 + 35@) T34 - (A4)

L (6:0,0) = a‘:j;;ke (6:6.0), k20
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Ezpansion asintdtica de u y r*

Derivando (A.3) con respecto a f se sigue que

-ty = 3 (b+hy)(2-0) - (@
. % (b + ) (5- 9) 2,

de donde, acomodando términos, se tiene que

. A . 2 n 3 n /a 4
byi=ta=3(8-8) - 3 (0-0) + b (6-06) - £ (0-6) +
La expansién anterior también se obtiene si se expande £.; alrededor de 6.

En virtud de que u = 771/2 (f;l — €;1> la expansién de u es

110

u= 2 (0-9) - i 2 (9—0) + 377 (é—ﬂ) — Ll Y (é—9)4+---

-1 (@ - 0) + 55 (63 + 205,185 + 405,57 + 74) 572

3

= 1-%(352;1 +43) 7
= 145,72 (é;e)+a(é—9)2+---

Usando la expansién In (1+z) =z — 222 + - .. se desprende que

1 ~ 1
roor 6 .
Asi, pues
. ;1 Ax X WAPE
r*=]1/2A+t3—6< 665M/2 + 342 3/2+t3£3)g A+

(é—9)2+---

(A.5)
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Entonces la regién —z;_,/9 < 7* < 21_4/9 se calcula mediante

9_5_ +21 a2 — B3
' G2 — ( 6871/2 + 3£253/2 + tgﬁg)

Al substituir (A.4) en (A.5) se obtiene

r

v_ 1-1 L (fs + 30, )7+ ((5&, + 1222;1) s +35 (4133;1 + &)) 7732 4

‘mediante la férmula para el reciproco de series de la Seccién A.1.1 llegamos a

=1+ ¢ (05 +32) 7% — 32 (B + sla+ 451y — 643,) 5% + - -

A.2.1.2 Expansiones asintéticas alrededor de 4
Ezpansion asintdtica d; T
Al expandir cada fj alrededor de § y substituir en (A;3), se obtiene
P—t= 15 (0-6) ~ 3 (26 +30a) (0 - 0) — & (3% + 804 + 6G2) (B-0)"+--.
| (A.6)
Entonces
23 (é—9)2—§(223+322;1) (9—9) ~ 35 (30 + 8% + 63) (é—e)4+... ,
por medio de las expresiones para la raiz de serie (ver Seccién A.1.2) se llega a
ro= 72 (6-6) -1 (28 +38,) 772 (b —9)2

5 (20 + 3000)" 8 (30 + 8y + 6822)5) 7 (0 -0) -

' Ic ‘ ‘
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“ y por la Seccién A.1.3, la inversa es
h—6 = 7V + 120+ 30y1) 7717
‘ | + (5 (203 + 3051)° + 3 (30, + 8731 + 642) j) TR (AT
‘ mediante (A.7) se obtiene una expresion 1til para obtener los valores de § tales que |r (9; @) <
“‘1 21_q/2, ¥ Dara evaluar répidamente r* (£7) .
‘ ‘ Ezpansion asintética‘ de r*
| Derivando (A.6) con respecto a 0 se tiene que
b =7 (0-0) — 3 (2% +350) (9_9)2 1 (30, + 8T + 6F3) (@_9)3 e
(A.8)
Después de expandir {5 alrededor de @ se obtiene que
il § o= G B+ lg) (-6) =3 Bt 2o +aa) (6~ o)
| 3 (B + 30y + 300 + Bag) (0 e)‘°’+ (A.9)
mediante las expresiones para el reciproco de la raiz de series de la Seccién A.1.2, obtenemos
4 ‘ que

8 P (B 7 5-9)

A 2
+'é‘ (3 (E3 + 52;1)2 +2 (Z4 + 2£3;1 + 62;2) ]) j—5/2 (9 — 0) + .-
Multiplicando (A.8) ¥ (A.9) se obtiene 1a:expresién para u, i.e.,

v = Vi(0-6) -3 (B 2k) 7 (-0) 3

_ L (3(B + Dy (3% +485)) +2 (3% + 1085y + 902) ) T (6- )+
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Sustituyendo A por (A.7) se sigue que

u = r— é (23 + 3[2;1) 5—3/27”2

-~ (1355 4 6051 (920 + 1005) + 9 (£s + 4051 + 4852) 7) 573 + - -
entonces, por Seccién A.1.3 se tiene que, |

2 = 14§ (l+30,) 7%
+ag (545 + 2402 (Coa + 8) + (3L + 12 (B + 850) ) ) 575 + -

S T S (A0
Por lo tanto

r* o= r—%ln(l—fg,r-l—%brz-l—---)

= r+ta—2(b—F)r+---. . (A.11)

A.2.2 Pardmetro 6 = (¢, x), ¥ escalar

En esta seccién consideramos la expahsién asintética de la verosimilitud dirigida.alrededor
de 9 y alrededor de {b, asi como las’indicaciones necesarias para obtener el factor de Bartlett
cuando el modelo contiene pardmetros de estorbo. Los cslculos son similares a los del caso
§ escalar (Seccién A.2.1). Sin embargo hay que tomar en cuenta las indicaciones al inicio
de las siguientes dos secciones. Las herramientas del anilisis que més se utilizan aqui son la
Regla de la cadena y el Teorema de la funcién’ implicita (Marsden & Hoffman 1998, secciones

6.5y 7.2).
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: Expansién de la verosimilitud dirigida alrededor de ¥
Para tener aproximaciones los extremos del intervalo de verosimilitud de tal manera que la

probabilidad de cobertura de dicha aproximacion sea de orden O(n~?), es necesario calcu-

lar las primeras cuatro derivadas de la funcién de log—verosnmhtud perfil. A continuacién

daremos indicaciones para evaluar estas derivadas.
Mediante la Regla de la cadena obtenemos que

| | )
+ VR0 gg=(os) B e A1
w(oe) |wo0=(os) o9~

9 £ (W) = %@ (@D,fﬁp) ¢ W x)|

v - _
N - 8 ~ 5 ~ .
donde E%Xw = (5%)(1,¢a . a—w'Xd—l,w) . Para calcular 35Xy, se requiere del el Teorema de la

funcién implicita aplicado a la ecuacién que define a X, la cual es

b (¥, %y) =0, (A13)
derlvando (A. 13) con respecto a ¢ obtenemos que

w (d&m) x (W )‘(w,x)=(w,5<¢) {V b (X ‘w X)= w»@] {5%5("”} =0,

en consecuencia

iy =—| Htte 0y [T750 Olomeisr) » B9

utilizando la notacién de la Seccién 1.3.1 la ecuacién (A.14) se reduce a

5%50/1 = _Exx (w’ Xw)—l byx (w’ le)

fl
|
N
._.
N
&
X

Por medio de la notacién simplificada y con ayuda de (A.13) la ecuacién (A.12) se reduce &

-a%fp (d}) =. g’l’ <¢7 5(1/;) = Ellh
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5

Mediante el mismo procedimiento anterior, tenemos que la segunda derivada de la funcién

de log-verosimilitud es

26 = &[&¢

El e’ oy | Y p(%b)
= Eww + Zixé%>%¢

De manera similar obtenemos la siguientes derivadas.

Sean
entonces

de donde obtenemos que

2235 ) =5 (5= 9) o 3 (5= 9) = s (5= 0) .

Mediante la rafz de series (Seccién A.1.2) obtenemos que
= 2 (3w + a2 (4 2 - - 3
=g (D-9) + 35" (b-v) — % (35 +B) 5% (9 -v) +
Invirtiendo la serie anterior tenemos que los extremos del intervalo de verosimilitud son

1/1 Y ==j, 12p —l3]“27'2 + L =5 (3l4jp + SP) 7-T2p8 4
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Expansién de r y u alrededor de v

En este caso los valores de %, Xy ¥ @ se mantienen constantes lo que obliga a X a ser funcién
de 7. La relacién funcional de X con {p se define igual que (A.13), pero a hora se debe resolver
con respecto a ¥.

Necesitamos derivar la funcién de log-verosimilitud perfil con respecfo a 9. Mediante la
re_gia de la cadena obtenemos que

%e (805, %) = £ (0 259,%) + 5 (9, 250, %) %X

donde % X se obtiene del Teorema de la funcién implicita mediante derivacién de
b (V2 %) = 0

con respecto a {b, manteniendo ¥, X,, ¥ a fijos. Entonces '

~ ) -~ a - _
b T gx;fc@X =0

lo que implica que

0o _ 517
X = gx;igx;w'

De manera similar que en la Seccién A.2.1.2 iniciamos con la expresion
2 ; s (o N 17 () S _ a7 (s ¢
?=2(h=8) =5 (D-v) + 3k (D-v) = 3h (G-v) 4,
y procedemos a expandir alrededor de ¢ los coeficientes de las poténcias de fb — . Para

hacer esto es necesario primero definir las siguientes cantidades:

o = ol ,zziQ ,z‘:i" ,

Jo Jpl¢=¢ 3 3 P 4 4 v

_ o - _ 9 . o o -

by = —4 o = —4, , I3 = —=/3
b=y b= oY =y
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Entonces

= (51: ~La (9-4) = 3 (¥ - ¢)2> (b-v)
A9 - A9
= (0-u) 3 B-3h) (D-v) % (G- 4 + L) (h—v)
Mediante rafz de series (Seccién A.1.2) obtenemos que
o= <1Z - ¢) + 1 (I — 351) 5512 (¢ — w)z (A.15)

7 T R - . 3
% [3.(6hs ~ 42 + 1) T+ (5 - 38)Y) 5552 (5= 0) 4o

Sea
d=3 (= 302) ;7 v do=—% [3(6ha— 4l + 1) Tp+ (1 - 35)7) 5%

Al invertir (A.15) (ver Seccién A.1.3 ) se llega a

~

=5 = 4T (T 2) e (Alg)

La expansion de u alrededor de 9 es de la forma

- " . 2 . 3
u=7j)? (¢ - w) + us (w - w) + ug (¢ —.1/1) +ou =0, k21, (A7)
de donde, al sustituir (A.16) en (A.17) se desprende que
u=r+(up—di) 55" + (2d1 (d — ) + (us — do) 5/%) T2 + - .

Mediante la férmula de reciproco de la Seccién A.1 la expansién de r/u, alrededor de

7 = 0, se expresa como

7‘ e - e
azl—i—(dl—-uQ)jplr—i-[u%—df+(d2—U3)];/2]]p27”2+---.
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Eﬁtonces, el factor de Bartlett en este caso es

b_—_2[ug—d§+(d2—u3)

118
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Apéndice B

Obtencién de en el modelo

exponencial-(m, m)

Jf(

‘ ' : f
Considere el modelo eXponencial-(m, m) con funcién de log-verosimilitud £ = sT¢ — k (@), ¢

es el pardmetro canénico, n=E(S;¢) y la funcién cumulante es k(o). |

Las ecuaciones de verosimilitud satisfacen que
t'=(s—n)7 g, =0, - ‘
by =(s— 77)'T @/ =0,

bajo condiciones de regularidad estdndar se tiene que s = Vk (&) . Entonces la funcién de

log-verosimilitud se expresa como

£=Vk (c%)Tczs— k(9) (B.1)

119
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de (B.1) se obtienen las siguientes expresiones |
AT & AT & AT & _ T
05=0/350, L3=0/iS0n Lx=0;5% bt =0E0n
| T T B.2
i Che 77)T @y — ¢7¢2¢/¢, be = (5 — n) Pryx — ¢/xz¢/x’ (B.2)
| T
Loy = b = (5 = 1) By = 6w T8
A partir de éhdr_a usaremos las siguientes notacignes
| . . A A 9
Y Xz 1 1 A (B23)
T = =3 = : y cmd A= P = .
VVIR®) =) Tor a2 Doy Ag

En las siguientes secciones calcularemos u de (1.17) para diferentes funciones del pardmetro

canénico. |
1.-Si el pardmetro de interés es ¥ = h (¢), y tomamos el pardmetro de estorbo 1gual a

X = ¢, las expresiones en (B.2) son
Ly = &71/5(211051 + S0 + &1/,2212% + X020,

E;Q, = (%1/1;211451 + &1/1;212%, : : 3
bex = &1/)2211¢1/x + E910y 5 T 15212 + Y2,

bt = (;51/¢211¢1/x + 12z , .+ T12)
by = (51— 1) Brjgy — PrppBan, Lo = by = (51 =) Bryux — Puy (Zndyyy +22) s

byx = (81— ) ¢’1/xx - ¢1/x (¢1/XE11 + 221 +:¢1/x212) + Yo9.

(B.4)
Por ejemplo si ¢ = h(¢) = ¢, ¥ X = b9, las relaciones en (B.4) se reducen a

by = 81— kpy, by=352—kpp byy = =21,

b = —Zo3, Ly = —Z12 = byp = —Zm, Lz = Ta2,

£p=%n, L5= S + Six, Ly = X2 + T;X,

Xi 3 .

se sigue que
| (B.5)

j=E1Te - T1o2a  and  fyy = Do

-
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Dado que

by—0, 1 e e s N /A

R ‘~x,¢ = (222211 ‘221212> (Zb - ¢>

by — Ly bz ’
se desprende que

s V2,
u= |2 (§-y) (B.6)
Txx

I1.-Si Y = ¢, x = h(¢), donde A es una funcién uno-a-uno de ¢, se sigue que las

relaciones de (B.2) son ahora

yp = (52 = M2) Poyyy — T11 — (T1g + Zoy) Ba/p — L2203/,

by = (52 = 1) Poxx — 222¢§/x: Ly = by = (82— 1) Doy — 212¢2/x - 222¢é/¢¢2/x7
AT s T AT AT

box = 0p2bp0 by = 0380 Ly = 9358, by = ¢ 29,

y

an C an T
S =205, Sx =20 b= (1L, ) , b= (0:82)"

AT o~ " n n PN \NT AT - ~ o~ 7 A A A T
O =20, = (211 + X120y 5, 2oy + 222%/{&) , O =3¢, = (212%/,—(, Z2z¢2/5(> -

IIL.-Por ejemplosi ¢ = ¢, y x = h(¢) = 7, (¢) es una parametrizacién mixta (Barndorff-
Nielsen & Cox 1994, pdg. 62). El estimador de maxima verosimilitud Tl Testringido a un

valor fijo de ¥ cumple que Tioy = 7o Asi, pues

syp =A%, s1/x = X125, Sopp = So1, so/x =1, Pa/x = 5%,
Goy = ~Z T, by = Ay, y =S50 + x, box =L, b =0,
byx =0, b= =X, ly=-Af,




’ﬁ o _
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ademss |7] = ‘L\ffi;%‘. entonces

™M

1/2
22‘

|

5

U ‘1/2 \An\l/? ({b - ¢) - | (B.7)

- N N - |
IVoSi = h(8) = 1 (&) ¥ X = b, y notando que ) = |ST2A5 | v

A : A . I
Sy = I Six = 212, Sy = ~Y BT, Syg = Xo2, Q1 = X1,
& A—1 2R ot A W <5 £
P1/x = —THTn, £y=01 (¥, x) + 2212111)(, Ly =0%x, {4 =212 In Ly
A i AZ G =yl .
bz = A2—21’ R A221v by =0, Jew = X115 _

se llega a que

_ 2. o .
w= ‘—Aifl——‘li?ﬂ (60 (9.%) — 61 (%) + Zi e (1~ 1) (B9
22 .

Apéndice C
Distribucién gausiana inversa normal

En esta seccién se ilustra como surge la funcién de densidad de la distribucién gausiana
inversa normal.

Una de las representaciones de la funcién de Bessel del tercer tipo es

. 1 z v oo . 22
K,(2)==(= / tV et TS dt C.1)
& =5() | (C1)

(Gradshteyn & Ryzhik 1994, ecuacién 8.432-6). La densidad de la distribucién gausiana

inversa estd dada por

ﬂemz—e,/ze—%(fwz)_
vV

Sea Y una variable aleatoria tal que la densidad de Y|Z es

(2 x,%) =

e—%(y_“_:@z)2 .

1
B’|Z(y;}u'7/67‘z) = \/m

Nos interesa encontrar la funcién de densidad marginal de Y. Con este fin, consideremos la

reparametrizacién x = 6% y ¢¥ = o® — 3%. Entonces
efVa?=p?
V2T

p (280" = %) = 323 [FH(e2-)]
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Asf, la densidad marginal de Y se calcula al efectuar la siguiente integral
; | /O P (26%,0° = 8%) priz(y; 1, 6, 2) dz,
% luego,
! i ' 5 e} B L] ® »
R 8.0,8) = 5LeVEF [t O (o)) sy, Bibliografia
0
= _6_65\/ a?—p2 Bly—p) /Oo 23 (P -n?) -4z 5
“ : 2m 0
; | 26 o | ' '
: = 2O05Va2-5 Bly-n) 2ot 50 (8P +(y-n)?) Abramowitz, M. y Stegun, 1. A. (1965). Handbook of Mathematical Functions. New York,
=< 0 dt,

. : : Dover. ‘ .
en el dltimo paso se realiz6 el cambio de variable t = 3za?. Ahora, utilizando (C.1) Llegamos ' :
' Barnard, G. A. (1965). The use of the likelihood function in statistical practice. Proceedings

o a que

| w : of the Fifth Berkeley Symposium on Mathematical Statistics and Probability 1, 27-40. i
| b 6/ a?—32 1 ( V y H ~

fEER . = a?—3“+8(y— . i
S A (yip,6,0,8) = s v oy — (C2) Barnard, G. A. (1996). Scientific practice and statistical inference. Symposium on the !
Y Wil \/ + Yy - ﬂ) ¢ :

y ‘[m Lad . foundation of statistical inference, with special emphasis on applications. In honour 1

a densidad (C.2) se conoce como la densidad de la distribucié ; ; g
: nsidad de la distribucidn gausiana inversa normal of Professor David A. Sprott, October 3-4, 1996. University of Waterloo, Waterloo,
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Glosario

Parametro 6 escalar

En general se supone que existe ﬁna estadistica a tal que y «— (@, a>. Sila disfribucién de
a no depende de 6 se dice que a es auxiliar.

La funcién de verosimilitud se puede escribir como L Gy)=1L (6; 6, a) .

Funcién de log-verosimilitud: £ (6) = log L (6) .

Funcién de verosimilitud relativa: R(8) = L (§) /L (é) :

Funcién de verosimilitud dirigida: r (9; 9) = sgn (9 - 9) \/ —-2In R, (0; 9)

{98 g) = &t ¥ : . ,
Lk (9, g, a) = aeiaé’“é (6, 8, a) , J,k >0, con las siguientes convenciones ¢; = 9, £; =
Lo,

Ademsds se utiliza un circunflejo “~” sobre £, 0 j cuando se evalua en § = g ie.,

i = L <9; 0, a) , §=—b,

y usamos una barra “-”para indicar que evaluamos enf = g; i.e.,
Uiw = i (0:6), = -
r* =1+ log (u/r).
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172 (5-1 — g.1> :

u=

L1 fgr+ior?+-
U

E (£3+3£21) _/2-
b(0,a, n) {5£2+24£21 (ﬁg—f—gzl) + [3244-19 (£31+€22)] ]}]
b~ (a )“w,n) = 1nf b(w,a,xw, )

b* (a Xﬂn”) = sup b(w Q5 Xops ™ )
wEQ¢

Parametro 0 = (¢, ) ;¥ escalar

Si @ = (¥,x), ¥ es el pardmetro de interés y x es el pardmetro de estorbo. En este caso
consideramos que el espacio paramétrico se descompone de la forma 2 = Qy X Qx-
En este caso L(6) = L(4,x) = L (4,59 %.0)-
Funcién de verosimilitud perfil de ¢: L,(¥) = L <w,5(¢;w,5<, a) , donde %, es tal que
L(¥iky) 2L (1, x) para todo x € {y-
Funcién de log-verosimilitud perfil de i 4y () = log Lp ().
Funcién de verosimilitud relativa perfil de 9: R, () = Ly (¥) [ Lp (@[1) X
Funcién de verosimilitud dirigida: r <¢; {p) = sgn (¢ - w> +/—2InRp (w; 11)).
6T = vector transpuesto de 6.
2

ew = 5%6 (¢> X) ’ €¢¢ = 3_6,'¢7€ (77[}7 X) ) etc.

3
ZX = vxe W,X) = (EXU ""eXd—l) = (5;;2 (¢7 ) ;alxd R (w X))

d-1 52 |

by = Vzvxf = (Exlxj) =1 (b’{'a?exixj (¥, X))i,j=1' F A
by =20 (vxhR); L= Te (v DA)i b= Ty (w.x9.%) -
AR %), bz = ViVsbe <¢,x;¢,5<) , etc.
£ = V5 Vol = (loi; )”_1 (ae a0, 55.50; L0:0; ("/’ X)>

7.7—1
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Se usa, sobre una funcién de (¢, x), una tilde “™” o un circunflejo “~” de acuerdo a si se

evalia en Xy O enel 6. Asi57=£<;b,5<w;@,a) yfzf(@;@,a) =€(1Z,5<;1Z),5<,a)_

’Cuando consideramos la funcién de verosimilitud 7, utilizamos una barrs “.» sobre las

derivadas de ¢ para indicar evaluacién en {b = 9. Por ejemplo, l = (w Kui ¥ wa) La
tltima expresién es porque cuando consideramos la funcién de verosimilitud en funcién de

), tenemos que % es funcién de @Z y cuando {b = 7 se cumple que ¥ (¢)

-1 - 5{1#‘

5</«71 =4 <£x;>‘<) a

=l = vvTe (¥, X) -

Jo=Z2ls (V).

r* =71+ Llog (u/r).

)
U= T 5
b (s arms) = 2 (5520) ~ @ (=) = @ () + & ()
2v:0 (ve)

Otras cantidades
v.a.lid.: variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas.
Funcién de densidad normal estandar: gb (z) = 712—;6_%22.
Funcién de distribucién normal estdndar: ® (z) = f zoo o (t
Funcién modificada de Bessel del primer tipo: I, (z) = (%) JoT exzcos85in? g dp

- Fr+3)I ()

Re (1/+%) > 0.
1

de donde T, ™ gtz cosd T,z cosd — 1 27 tzcos

e donde Iy (z) = I‘() (%)f df = Wfoe- df = 5= [, e==stdt, V.

—t— Edt

Funcién modificada de Bessel del tercer tipo: K, (z) = E (i)y I c - st

53 largz| < 7,
Rez? > 0.

de dondeK; (2) = £ [;°t~ 2e~t~% gt




